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Heutiges Programm

Wiederholung von Kursinhalten
Prufungsaufgaben

Hausaufgaben
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1. Wiederholung von Kursinhalten
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Baume

Ein Ist
m Verallgemeinerte Liste: Knoten konnen mehrere Nachfolger haben.

m Spezieller Graph: Graphen bestehen aus Knoten und Kanten. Ein Baum ist
ein zusammenhangender, gerichteter, azyklischer Graph.
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Binare Baume

Ein ist
m entweder ein Blatt, d.h. ein leerer Baum,

m oder ein innerer Knoten mit zwei Baumen 7; (linker Teilbaum) und 7.
(rechter Teilbaum) als linken und rechten Nachfolger.

In jedem inneren Knoten v wird gespeichert
m ein Schlussel v.key und

m zwel Zeiger v.left und v.right auf die Wurzeln der linken und rechten
Teilbaume.

Ein Blatt wird durch den null-Zeiger reprasentiert. Um Uberfullte
Diagramme zu vermeiden, lassen wir beim Zeichnen von Baumen manchmal
die Kanten zu den Blattern weg.
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Arten von Binaren Baumen

Es gibt drei Arten von Binarbaumen basierend auf der Anzahl der Kinder:
m Voller Binarbaum

m Vollstandiger Binarbaum

m Perfekter Binarbaum

Hinweis: In der Literatur existieren verschiedene Bezeichnungen und
Definitionen!
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Voller Binarbaum

Ein Binarbaum ist ein voller Binarbaum, wenn jeder Knoten 0 oder 2 Kinder

hat.
(9)
OO
ORO
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Vollstandiger Binarbaum

Ein vollstandiger Binarbaum ist ein Baum, in dem alle Ebenen vollstandig
gefullt sind, ausser moglicherweise die letzte Ebene, die von links nach

rechts gefullt ist.
(o)
() (2)
ORONO
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Perfekter Binarbaum

Ein Binarbaum ist ein Baum, bei dem alle inneren Knoten zwei Kinder haben
und alle Blatter auf derselben Ebene sind.
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Binare Baume: Quiz

Wie viele Knoten enthalt ein voller Binarbaum mit 6 Nicht-Blatt-Knoten

hochstens:

A. 6 Knoten O

B. 9 Knoten J/ \

C. 11 Knoten O O
@13 Knoten 7\ / \

/O O o 0O
\ /\
O 0o 06 \6
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Binare Baume: Quiz Antwort

Ein voller Binarbaum mit n Nicht-Blatt-Knoten enthalt 2n + 1 Knoten. Also:
2x6+1=13.
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Binare Suchbaume

Ein ist ein binarer Baum, der die Suchbaumeigenschaft

erfullt:
m Jeder Knoten v speichert einen Schlussel
m Schlussel im linken Teilbaum v.1left kleiner als v.key

m Schlussel im rechten Teilbaum v.right grosser als v.key

7 / \18
5/ \10 17/ \30
[ /\ \

2 9 15 99
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Traversierungsarten

m ( ):

v, dann Tiee (v), danNn Tyigne (v).

\

19

/

9

3 / 8 \13
\5 10/
4/
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Traversierungsarten

m ( ):

v, dann Tiee (v), danNn Tyigne (v).

8
8,3,5, 413,10, 9,19
3/ \13
\ /N
5 10
/
4

19

/

9
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Traversierungsarten

m ( ):
v, dann Tiee (v), danNn Tyigne (v).
, 9,1

8
8,3,5 4,13,10 9
3/ \13
\ /
5 10
/
4

m ( ):

Tett (v), dann Thigns(v), dann v.

\

19

/

9
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Traversierungsarten

m ( ):
v, dann Tiee (v), danNn Tyigne (v).
91

8
8,3,5, 413,10, 9,19
3 / \13
\ /
5 10
/
4

m ( ):
Tett (v), dann Thigns(v), dann v.
45,3,9 10,19 13, 8

\

19

/

9
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Traversierungsarten

m ( ):
v, dann Tiee (v), danNn Tyigne (v).
, 9,1

8
8,3,5 4,13,10 9
3/ \13
\ /
5 10
/
4

m ( ):
Tett (v), dann Thigns(v), dann v.
45,3,9 10,19 13, 8

m ( ):

Tt (v), dann v, dann Tiigne (v).

\

19

/

9
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Traversierungsarten

] ( ):
v, dann Tiee (v), danNn Tyigne (v). 3
8, 3,5, 4,13,10, 9,19

| ( ): 3 / \13
Tett (v), dann Thigns(v), dann v. \ /
4,5,3,9 10,19, 13, 8 5 10

o ( ) /[
Tiee(v), dann v, dann Tyigne (v). ,_.,{,‘{e,\.\a,&[ & :

3,4,5,8,910,13,19

\

19
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Beispiel aus ZF

Trick um Traversierungsreihennfolge schneller zu bestimmen:

linein  Inorder: path touches line in Postorder: path touches line in
following order: following order:
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Traversierungsarten: Quiz

Zeichnen Sie jeweils einen binaren Suchbaum, der die folgenden
Traversierungen erzeugt. Ist der Baum eindeutig?

Symmetrische Reihenfolge (inorder) | 12345678
Hauptreihenfolge (preorder) 43128657
Nebenreihenfolge (postorder) 13256874
1e Zahlensequenz aus {1, ..., 4}, die nicht

Trick um Traversierungsreihenn folge schneller zu bestimmen:

yaum stammen kann.
T T

e osmiac gt stentas uth s e
aaaaaaaaaaaaaa
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Traversierungsarten: Quiz Antwort

m Symmetrische Reihenfolge (inorder): 12345678
m Jeder Suchbaum mit den Zahlen {1,...,8} ist gultig.
m Der Baum ist nicht eindeutig.

m Wenn die Sequenz nicht sortiert ist, gibt es keinen gultigen Suchbaum.
Gegenbeispiel: 12 4 3

Johannes Schulte-Vels | 14. April 2026 | 16



Traversierungsarten: Quiz Antwort

m Hauptreihenfolge (preorder): 43128657

m Der Baum ist eindeutig.

m Es muss rekursiv gelten, dass zuerst eine Gruppe Zahlen kleiner und danach
grosser als der erste Wert kommen. Gegenbeispiel: 314 2
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Traversierungsarten: Quiz Antwort

m Nebenreihenfolge (postorder): 1325687 4

m Der Baum ist eindeutig.

m Ahnliches Argument wie vorher, nur von hinten nach vorne. Gegenbeispiel 4213
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Ein Ist eine baumbasierte Datenstruktur wobei:

m Der Baum ein vollstandiger Binarbaum ist.

m Ein Heap mit N Knoten eine Hohe von log N hat (Eigenschaft eines
vollstandigen Binarbaums).

m Esist fur die schnelle Extraktion von Minimum oder Maximum und fur das
Sortieren optimiert.

Es gibt zwel Arten von Heap-Implementierungen:
m Min-Heaps
m Max-Heaps
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Ein ist ein binarer Baum wo:

m Der am Wurzelknoten vorhandene Schliussel ist immer kleiner oder gleich
den Schlusseln aller seiner Kinder.

m Dieselbe Eigenschaft muss fur alle Teilbaume in diesem Binarbaum
rekursiv wahr sein.
m Das kleinste Schlisselelement ist daher immer an der Wurzel vorhanden.

Py,

1?%12
10/ \15 /ﬁlv/
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SiftDown: Nach Delete ——)> Heap Bedingung wieder erflillen

Wenn Root ersetzt wird (Delete Min / Max)

Oberstes mit letztem Element tauschen
Neues letztes Element I6schen
Vergleiche und tausche mit Children, bis
Heap-Condition erfillt

wn =

Max-Heap: while child > node
Achtung: Tausche immer mit dem gréssten Kind

Min-Heap: while child < node
Achtung: Tausche immer mit dem kleinsten Kind

20.5
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Min-Heaps: Quiz

Fihren Sie auf folgendem Min-Heap eine Extract-Min (entferne den
kleinsten Schliissel) Operation aus, wie in der Vorlesung vorgestellt,
einschliesslich der Wiederherstellung der Heap-Bedingung. Wie sieht der
Heap nach der Operation aus?
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Min-Heaps: Quiz Antwort




Ein ist ein binarer Baum wo:

m Der am Wurzelknoten vorhandene Schlissel ist immer groRer oder gleich
den Schlusseln aller seiner Kinder.

m Dieselbe Eigenschaft muss fur alle Teilbaume in diesem Binarbaum
rekursiv wahr sein.

m Das grofte Schlisselelement ist daher immer an der Wurzel vorhanden.

15/ \‘12
6/ \10 !
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Anzahl Max-Heaps

Sei N(n) die Anzahl verschiedener Max-Heaps, welche aus allen Schlusseln
1,2,...,n gebildet werden konnen. Beispielsweise ist

N(1)=1, N@2)=1, N(3) =2, N(4) =3und N(5) =8.

Finde d|e Werte N(6) und N(7
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Anzahl Max-Heaps

Ein die Elemente 1,2, 3,4, 5,6 enthaltender Max-Heap sieht so aus:

()
e e (7) (7)
724 3as Z
o Mz)
ne o as ORoOIRe
135

24

1¢5 23 . . (. .
234 15§ Aber wWie e S kthgh Zolen aruqﬂe-leh.z
23S 7«

2+ 153 — S\ _ s| -

A ’ (3)' sy O
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Anzahl Max-Heaps

# Moglichkeiten, Elemente des linken Teilbaums zu wahlen: @
= N(6) = (Z) “N(3)-N(2)=10-2-1=20.

6

und N (7) = (3) “N(3)-N(3) =20-2-2 = 80.
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Komplexitatsanalyse von Min-Heap und Max-Heap

m Erhalten des grofRten oder kleinsten Elements: 0(1)
m Element in Max-Heap oder Min-Heap einfiigen: O(log N)

m GroBte- oder Kleinste-Element entfernen: O(log N)

Johannes Schulte-Vels | 14. April 2026 | 27



SiftDown und SiftUp

SiftDown: Nach Delete ——) Heap Bedingung wieder erfiillen  «—— SiftUp: Nach Insert

Wenn Root ersetzt wird (Delete Min / Max)

1. Oberstes mit letztem Element tauschen

2. Neues letztes Element 16schen

3. Vergleiche und tausche mit Children, bis
Heap-Condition erfllt

Max-Heap: while child > node
Achtung: Tausche immer mit dem grossten Kind

Min-Heap: while child < node
Achtung: Tausche immer mit dem kleinsten Kind

+  Wenn neues Element unten eingefligt werden
soll

—_

. Neues Element unten (am Schluss) einfuigen.
2. Vergleiche und tausche mit parent, bis Heap-
Condition erfullt

Max-Heap: while parent < node

Min-Heap: while parent > node
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Schlussel Einfugen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Nach Schlussel suchen. m Zuhinterst im Array einfugen.
m Bei erreichtem leeren Blatt m Heap-Bedingung
(nul1) einfiigen. wiederherstellen: siftUp

(Aufsteigen lassen).
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Schlussel Einfugen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Nach Schlussel suchen. m Zuhinterst im Array einfugen.
m Bei erreichtem leeren Blatt m Heap-Bedingung
(nul1) einfiigen. wiederherstellen: siftUp

(Aufsteigen lassen).

Aufgabe: Einfligen von 4,8,16,1,6,7 in leeren Baum/Heap.
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Personal Annotation

x Einfligen von 4,8,16,1,6,7 in leeren Baum/Heap.
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Schlussel Einfugen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Nach Schlussel suchen. m Zuhinterst im Array einfugen.
m Bei erreichtem leeren Blatt m Heap-Bedingung
(nul1) einfiigen. wiederherstellen: siftUp

(Aufsteigen lassen).

(4)
O (8)
OO
Q

Johannes Schulte-Vels | 14. April 2026 | 29



Schlussel Einfugen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Nach Schlussel suchen. m Zuhinterst im Array einfugen.
m Bei erreichtem leeren Blatt m Heap-Bedingung
(nul1) einfiigen. wiederherstellen: siftUp

(Aufsteigen lassen).
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Symmetrischer Nachfolger

Knoten v hat zwei Kinder

Anforderungen an den Ersatzknoten w:
1. w.key ist grosser als alle in Schlussel in v.1left
2. w.key ist kleiner als alle in Schlussel in v.right
3. hat idealerweise keine Kinder

Beobachtung: Der kleinste Schlussel im rechten Teil-
baum v.right (hier: 9) erfiillt Bedingungen 1, 2; und
hat maximal ein (rechtes) Kind.

Losung: Ersetze v durch ebenjenen
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Schlussel Loschen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Schlussel & durch symm. m Schlussel durch
Nachfolger n ersetzen. hinterstes Arrayelement
m Achtung: Wohin mit ersetzen.
rechtem Kind von n? m Heap-Bedingung

wiederherstellen:
siftDown oder siftUp.
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Schlussel Loschen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Schlussel & durch symm. m Schlussel durch
Nachfolger n ersetzen. hinterstes Arrayelement
m Achtung: Wohin mit ersetzen.
rechtem Kind von n? m Heap-Bedingung

wiederherstellen:
siftDown oder siftUp.

Aufgabe: Loschen von 4 in Beispiel-Baum/Heap.
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Schlussel Loschen

Binarer Suchbaum Min-Heap
m Schlussel & durch symm. m Schlussel durch
Nachfolger n ersetzen. hinterstes Arrayelement
m Achtung: Wohin mit ersetzen.
rechtem Kind von n? m Heap-Bedingung
wiederherstellen:
e siftDown oder siftUp.
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Schlussel Loschen: Quiz

Wenn Sie zwei Schlissel aus einem Binaren Suchbum loschen wollen, spielt
es dann eine Rolle, in welcher Reihenfolge Sie dies tun? Mit anderen
Worten, ist das Loschen kommutativ?
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Schlussel Loschen: Quiz Antwort

Ja, die Reihenfolge kann wichtig sein. Betrachten wir ein Gegenbeispiel.
Angenommen, wir loschen Schlussel 4 aus diesem Baum.
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Schlussel Loschen: Quiz Antwort

Der Schlussel 6 ist jetzt die neue Wurzel. Loschen wir nun Schlussel 2.
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Schlussel Loschen: Quiz Antwort

Schlussel 2 wurde geloscht. Dies ist der Binare Suchbaum, den wir erhalten,
nachdem wir Schlussel 4 und dann Schlussel 2 geloscht haben.
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Schlussel Loschen: Quiz Antwort

Kehren wir zum ersten Baum zuruck. Angenommen, wir loschen zuerst
Schlussel 2.
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Schlussel Loschen: Quiz Antwort

Loschen wir nun Schlussel 4.
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Schlussel Loschen: Quiz Antwort

Schlussel 7 ist nun die Wurzel des Baumes, nicht Schlussel 6 wie zuvor. Wir
haben gezeigt, dass das Loschen von Schlusseln nicht immer kommutativ

ISt.

Richtig! Definition Vorlesung:

Wenn ein Knoten nur 1 Kind hat, kann man den Knoten durch das einzige Kind
ersetzen
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2. Prufungsaufgaben
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Alte Prufungsaufgaben

In der folgenden Tabelle ist ein Min-Heap in seiner ublichen Form
gespeichert. Wie sieht die Tabelle aus, nachdem die Zahl 17 eingeflgt
wurde?

1 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12

o] [7] [25] [23] [32] [26] [48] [37] [39] [39] [37]
oA L OO L L
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Personal Annotation

1 2 z-
PN /1\
3 ? 3 2
P / \ N / .
25 23 2 26 25 23 26
VRNV / ARV /
28 37 33 B 37 48 37 33 % 37
3
/?_\
kit 7

Johannes Schulte-Vels | n.ethz.ch/~jschul



Alte Prufungsaufgaben

In der folgenden Tabelle ist ein Min-Heap in seiner ublichen Form
gespeichert. Wie sieht die Tabelle aus, nachdem die Zahl 17 eingeflgt
wurde?

o] [7] [25] [23] [32] [26] [48] [37] [39] [39] [37]

25] [23] [17] [26] [48] [37] [39] [39] [37] [32]

Johannes Schulte-Vels | 14. April 2026 | 41



Binarbaum

Angenommen, ein bestimmter binarer
Suchbaum hat ganze Zahlen zwischen
1 und 10 als Schliissel und wir suchen
nach der Zahl 5. Welche der folgenden
Sequenzen konnen nicht die untersuchte

Schliisselfolge sein? A
\
&) (010,9,8,7,6,5 /40
\ ® 4,10,8,7,3,5 ,
/7' (01,10,2,9,3,8,4,7,6,5 \g
3 ® 273,845 ’/
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Binarbaum

2.b)

Nach einer Traversierung eines Baumes mit der Preorder Reihenfolge bekommen wir die
Elemente: 4,2, 1, 3, 7, 6, 8. Welche der folgenden Abbildungen entspricht dem tatsachlichen
Baum? / A preorder traversal of a tree yields: 4, 2, 1, 3, 7, 6, 8. Which of the following
figures correspond to the actual tree?

©

@ °o 5 o’ b d6bo

(A) (8) (© (D)

OA KB OC OD
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Binarbaum

Gegeben ein perfekt balancierter binarer Given a perfectly balanced Binary Se-
Suchbaum mit n Elementen, was ist asym- arch Tree with n elements, what is the
ptotisch die schlechtest mégliche Anzahl asymptotical worst case number of com-
Vergleiche um das Element mit dem klein- parisons for finding the minimum va-
sten Wert zu finden, mit der besten |hnen lue element, using the best method you
bekannten Methode? know?

Anzahl Vergleiche? / Number of comparisons?

®logn Ovrn On Qmnlogn On? Qe QOnl
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Binarbaum

Given a binary tree with 31 elements.

Gegeben ein Binarbaum mit 31 Elementen.
What is the minimal/maximal tree

Was ist die Minimale/Maximale Baumtiefe?

depth?
o +1
s

.......... (3.c.1) i N + 2
o \o o/ \0 + ¢

Minimale Baumtiefe? / Minimal tree depth? 0/2’ o/é) 0/\ o/ \O + 8

TN g A

(&) 0°‘5"°°\Q£>:</:\Qo,\ou/\c 4’16

O1 O4 &5 O16 O31 O 63

---------- (3.c.2) R O
ik >
Maximale Baumtiefe? / Maximum tree depth? 7\ Ber: 2%531 =5y=
O1 O4 O5 016 ®31 O 63 Z\
3
\
¢
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Binarbaum

e G ey s sew e e
1.Figen Sie den Schlissel 16 in den
Baum ein. 2.Delete the key 14. Use the sym-
metric successor, if needed.
2.Léschen Sie den Schliissel 14. Nutzen

Sie hierbei den symmetrischen Nach- After the operations are performed, an-

folger, falls nétig. swer the questions about the resulting
' graph. Enter NONE if the child does not
Nach Durchfiihrung aller Operationen, be- exist.

antworten Sie die Fragen ber den resultie-
renden Graph. Schreiben Sie NONE falls das
Kind nicht existiert.
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Binarbaum

Wias ist der Wert des rechten Kind von 77 / What is the value 16
of 7'’s right child?

Was ist der Wert des rechten Kind von 167 / What is the value 20
of 16's right child?

Was ist der Wert des linken Kind von 20?7 / What is the value

of 20's left child? ——
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Das folgende Array a reprasentiert einen
Min-Heap. Zeigen Sie das resultierende Ar-
ray a nachdem Sie das Minimum extrahieren
und die Heap-Bedingung wieder hergestellt
haben.

The following array a represents a
min-heap. Show the resulting array a af-
ter you extract the minimum and reesta-
blish the heap-condition.

9 |11, 8 |13 |7

Tragen Sie die Lésung in Moodle Komma-getrennt ohne Leerschlage ein, also zum Beispiel
0,1,2. / Enter the solution in Moodle comma-separated without spaces, e.g., 0,1,2.
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(3.d) Das folgende Array a reprasentiert einen
Min-Heap. Zeigen Sie das resultierende Ar-
ray a nachdem Sie das Minimum extrahieren
und die Heap-Bedingung wieder hergestellt

haben.

The following array a represents a
min-heap. Show the resulting array a af-
ter you extract the minimum and reesta-
blish the heap-condition.

3265 a9 8137

-
(2/3[af6|5[7[9]11]8][13]-

Tragen Sie die Losung in Moodle Komma-getrennt ohne Leerschlage ein, also zum Beispiel
0,1,2. / Enter the solution in Moodle comma-separated without spaces, e.g., 0,1,2
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3. Hausaufgaben
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Ubung 7: Trees

Auf https://expert.ethz.ch/enrolled/SS26/mavt2/exercises

Exercise 7: Trees Einfach, Mittel,  Schwer
m Binary Search Trees and Heaps Gute Ubung, ZF, Slides
m /mplementing a Binary Search Tree Sehr gut fur Versandnis!
m Concatenating Heaps Tricky, achtet auf Definitionen
m Heapsort Vorlesung / ZF zur Hilfe

KEINE HARDCODIERUNG
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Feedback

https://jschultev.github.io/personal_website/Feedback
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