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Kapitel 1

Fragestellungen, Anwendungen, Methoden

In einer Vielzahl von Bereichen in Natur und Technik hat das Verhalten von Fluiden einen entschei-
denden Einfluf}, z.B.

bei der Bestimmung vom Kréiften auf frei umstromte Korper (Autos, Flugzeuge, Schiffe, ... )

bei der Bestimmung von Energieverlusten bzw. -gewinnen in ”internen” Stréomungen (Rohrleitun-
gen, Stromungsmaschinen, ... )

bei der Vorhersage des lokalen und globalen Stréomungsverhaltens (Wetter, Verbrennung, aerody-
namischer Entwurf, ...)

bei der passiven und aktiven Beeinflussung von Strémungen (Reibungswiderstand, Larm, Schwin-
gungen, ... ), oder

bei der Erweiterung des physikalischen Grundlagenverstéindnisses von Stromungsphdnomenen
(Turbulenz, Mischungsverhalten, Verbrennung).

Man kann die ingenieurwissenschaftliche Behandlung solcher Probleme in 3 methodische Gruppen un-
terteilen.

Bei der theoretischen Vorgehensweise werden u.a. die folgenden Methoden angewandt:

Formulierung von relevanten (Erhaltungs-)Gleichungen;
Finden von exakten Losungen;

Finden von Ahnlichkeitslosungen (Umwandlung von partiellen in gewohnliche Differentialglei-
chungen);

Modellbildung und Parametrisierung;

Vereinfachung von Gleichungen durch Approximationen und Naherungslosungen.

Bei experimentellen Untersuchungen werden primér folgende Ziele verfolgt:

Direkte Sichtbarmachung und Visualisierung von Stromungsphdnomenen;

Quantitative Messungen von Kriften, Momenten (integral) oder Feldgrossen (Druck, Dichte, Ge-
schwindigkeiten, ...);

Modellversuche basierend auf Ahnlichkeitsbetrachtungen (Wind- u. Wasserkaniile, etc.).
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Im Rahmen der numerischen Modellierung schlielich werden die relevanten Gleichungen mit dem Com-
puter gelést und gemiiss der urspriinglichen Vorgaben (Anfangs- und Randbedingungen) ausgewertet.
In allen Fillen werden die kontinuierlichen (Differential-)Gleichungen diskretisiert und gelost. Je nach
dem Diskretisierungsansatz unterscheidet man insbesondere

e DNS-Verfahren (Direct Numerical Simulation): die vollstindige Auflosung aller zeitlichen und
rdumlichen Skalen, Erzeugung ”exakter” Losungen und Durchfithrung ”numerischer Experimen-
te”. Es wird keine empirische Modellbildung fiir die Turbulenz benétigt. DNS Rechnungen sind
sehr aufwendig, und aufgrund des Rechenbedarfs nur geeignet fiir ”einfache” Probleme.

e LES-Verfahren (Large Eddy Simulation): eine Vereinfachung durch reduzierte riumliche Auflésung
und Mittelung der Gleichungen. Eine empirische Modellierung der ”irrelevanten” kleinen Skalen
wird benutzt. Der Vorteil gegeniiber den DNS Methoden ist ein deutlich reduzierter Rechenauf-
wand

¢ RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes) Verfahren: hier findet eine zeitliche Mittelung der Glei-
chungen statt. Der Einsatz empirischer Turbulenzmodelle ist notwendig. RANS Rechnungen sind
geeignet fiir grossere Anwendungsprobleme, soweit die Turbulenzmodellierung funktioniert.



Kapitel 2

Definition und Eigenschaften von Fluiden

Die Stromungsmechnik befasst sich im Allgemeinen mit der Beschreibung des dynamischen Verhaltens
von Fliissigkeiten und Gasen, oder - verallgemeinert ausgedriickt - von sogenannten Fluiden.

Als Fluid wird dabei ein von der molekularen Struktur abstrahiertes Kontinuum bezeichnet. Im Ru-
hezustand kann ein Fluid nur Druckkrifte (Kompression) aufnehmen. Andere Kréfte, wie Zug- und
Scherkrifte fithren zu Fliefbewegungen. Mit dieser Definition kénnen Fluide von anderen Materialien
wie z.B. Festkorpern unterschieden werden.

Das Kontinuumsprinzip vereinfacht dabei die physikalische Modellierung der betrachteten Fluide.
Anstatt auf die detaillierte molekulare Struktur einzugehen, nimmt man an, dafl ein Fluid aus einer
dichten Packung von einzelnen Elementen, den Fluidpartikeln bzw. Fluidelementen besteht, die den
Raum kontinuierlich ausfiillen.

Die Fluidpartikel sind klein gegeniiber relevanten Stromungsskalen, aber grofl gegeniiber molekularen
Skalen. Es gilt:

e Fluidpartikel und Raumpunkte sind einander eineindeutig zugeordnet, d.h. an jedem Raumpunkt
existiert genau ein Fluidpartikel und jedes Fluidpartikel hat eine eindeutige Raumkoordinate,

e die physikalischen Eigenschaften des Fluids werden als Eigenschaften in jedem Punkt (und damit
der Fluidpartikel) durch die Feldgrdssen erfasst.

Feldgroflen sind i.a. stetige und differenzierbare Funktionen. Ausnahmen sind Diskontinuitéten, wie
sie z.B. bei Trennfldchen oder in Verdichtungsstossen auftreten. Sie lassen sich als Ergebnis einer lokalen
Mittelung iiber die tatsédchlichen physikalisch vorhandenen Molekiile auffassen.
Fiir Stréomungen sind oftmals folgende Feldgrossen und Materialkonstanten von Bedeutung:

e o Dichte, [o] = kg/m3

e p Druck, [p] = N/m? = Pa
e T Temperatur, [T] = K

Geschwindigkeit, [u;] =m/s .

S

e 1 dynamische Viskositét, [u] = kg/(m-s) =N -s/m? = Pa-s

Die Dichte p eines Fluidelementes der Masse Am und mit dem Volumen AV ist definiert als
o= lim —,
AV AV
wobei A% das limitierende Volumen ist, unterhalb dessen die Anzahl von Molekiilen ungeniigend fiir
statistische Aussagen ist. Im Allgemeinen ist die Dichte eine Funktion von Druck und Temperatur

o=o(p,T) .
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Auf ein beliebig orientiertes Flidchenelement AS wirkt eine Druckkraft in Richtung der Flichen-
normale. Der Druck p in einem ruhenden Fluid ist definiert als der Quotient aus dem Betrag AF der
Druckkraft und der Grosse des Flichenelements AS, wobei der Grenziibergang AS — A\? vorgenommen
wird
. AF
P= a5t AS

Der Druck hingt nicht von der Orientierung des Flichenelements im Fluid ab, er ist eine skalare Grosse.

Gemaif der kinetischen Theorie ist die Temperatur T iiber die Varianz der Molekiilgeschwindigkeit v
definiert

3 1
§kT = <§MQ'Q> )

wobei k die Boltzmann-Konstante und M die Molekiilmasse ist. (Durch die Klammern ( ) wird gekenn-
zeichnet, dafl der Ausdruck statistisch gemittelt wird.)

Die Temperatur ist also direkt proportional zu der mittleren kinetischen Energie der molekularen Be-
wegung.

Die Viskositit ist auf den molekularen Queraustausch von Impuls zwischen benachbarten Fluidschich-
ten mit einem Geschwindigkeitsgradienten zuriickzufithren. Die Schubspannung 7 in einem Fluid ist eine
Funktion der Deformationsgeschwindigkeit

T=10) -

In Newtonschen Fluiden ist die Schubspannung proportional zur Deformationsgeschwindigkeit:

T =y

Komponentenweise gilt:

8ui + au]'
P il
* H 8xj 8%
wobei u; die Geschwindigkeitskomponenten und x; die Ortskoordinaten bezeichnen. Die Proportio-

nalitdtskonstante p ist die dynamische Viskositédt. Die kinematische Viskositdt v leitet sich aus der
dynamischen ab:

I

v=—
Y

Fiir Wasser und Luft gelten bei Umgebungstemperatur ndherungsweise die Werte geméifl Tabelle 2.1.

‘Wasser Luft

o 1073 Pa-s | 18-107% Pa - s
v 1075 m?/s | 15-1076 m?/s

Tabelle 2.1: Kinematische und dynamische Viskositit von Luft und Wasser bei Umgebungstemperatur

Die kinematischen Viskositidten von Wasser und Luft stehen demnach im Verhéiltnis

v = 15 vy .



2 Definition und Eigenschaften von Fluiden 11

Die Viskositdt hingt i.a. von der Temperatur T" ab. Bei Gasen steigt sie mit der Temperatur an, es gilt
néherungsweise das Potenzgesetz

o (%)
Ho To)
Fiir Luft bei pg = 10° Pa werden die Bezugswerte Ty = 273.15 K und w ~ 0.7 verwendet.

Das Sutherland-Gesetz beschreibt die Temperaturabhéingigkeit der Gase exakter,

n_Tots (zf
,U,07T+S TO '

Die Bezugswerte fiir Luft bei pg = 10° Pa sind hier Ty = 273.15 K, po = 17.10 - 107% Pa - s und
S =110.4 K (Sutherland-Konstante).

Bei Fliissigkeiten nimmt die Viskositédt mit steigender Temperatur ab. Im Bereich 273.15 K < T <
373.15 K gilt die logarithmische Beziehung

2
% T To
In— =a+b= =) .
HMO a+ T+C<T)

Fiir Wasser gelten die Konstanten a = —2.10, b = —4.45, ¢ = 6.55 und beim Druck py = 10° Pa die
Bezugswerte Ty = 273.15 K und po = 0.00179 Pa - s.

Die Oberflichenspannung ist durch unsymmetrische molekulare Kraftwirkungen an der Trennfléche
zweier Medien bedingt. Im Inneren eines Fluids heben sich die intermolekularen Kréfte, die auf ein
Teilchen wirken, im Mittel auf. An der Trennfliche hingegen tritt ein asymmetrisches Kraftfeld auf,
das eine Resultierende bedingt.

Die Young-Laplace-Gleichung beschreibt das Verhéltnis von Drucksprung Ap und Oberflichenspannung
o fiir eine durch zwei Krimmungsradien R; und Rs beschriebene Oberfléche:

Die Schallgeschwindigkeit o ist die Geschwindigkeit, mit welcher sich kleine Druckstérungen im
Raum ausbreiten. Sie ergibt sich fiir eine isentrope Strémung zu

19)
2

= 50 (2.1)

s=konst.

Fiir ein ideales Gas lasst sich dieser Ausdruck schreiben als

a® =yRT . (2.2)
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Kapitel 3

Dimensionsanalyse und Ahnlichkeitstheorie

3.1 Dimensionen und Einheiten

Die Gleichungen der Fluiddynamik (wie auch alle anderen naturwissenschaftlichen Gesetze) lassen sich
in allgemeiner Form als Gleichungen verschiedener Kenngrossen bzw. Parameter darstellen, also

1= f(p25p3a' 7pn) B

oder auch

[ (p1,p2:p3,--.,pn) =0

Hierbei stellen f bzw. f die beschreibenden Gesetze dar und {p1,p2,ps, ..., pn} die dazugehorigen Pa-
rameter, d.h. die fiir den betrachteten Vorgang relevanten Gréfien.

Eine solche Gleichung ist immer homogen, und alle Terme miissen dieselbe Dimension oder Masseinheit
haben. Die einzelnen Parameter eines Problems kénnen aber durchaus unterschiedliche Dimensionen
haben (Linge, Geschwindigkeit, Dichte, etc.). Als Konsequenz sind nur bestimmte Kombinationen der
einzelnen Parameter erlaubt, damit die Homogenitéit gewéhrleistet ist.

Insbesondere kann eine dimensionslose Schreibweise der Form
O (11, Iy, ..., 1) =0

eingefiihrt werden. Die Kombinationen (genauer: Potenzprodukte) der urspriinglichen Parameter {p1, po,
D3, ..., Pnt sind so zusammengefat, dafl die neuen, dimensionslosen Parameter {IIy,1Io,...,II;} ent-
stehen. Diese haben keine Masseinheit mehr.

Der Formalismus, mit dem eine dimensionsbehaftete Gleichung in die d&quivalente, dimensionslose Form
iiberfithrt werden kann, wird vom Buckingham II-Theorem beschrieben.

In der Mechanik werden als Basisgréfien die Masseinheiten Masse, Linge, Zeit (M, L, T) verwendet.
Spielen zusétzlich z.B. thermische oder elektrische Effekte eine Rolle, so werden als zusétzliche Ba-
sisgroflen oft die Temperatur ¥ oder der elektrische Strom I verwendet. Prinzipiell sind auch andere
Mass-Systeme moglich, solange nur die Dimensionen ihrer Masseinheiten ausreichen, um alle Parameter
dimensionsméssig zu beschreiben. Die Tabelle 3.1 enthélt einige Beispiele.
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3 Dimensionsanalyse und Ahnlichkeitstheorie

Grofe, Bezeichnung F,LT, ¢ M,L,T, ¢ Einheiten
Lénge L L Meter, m
Kraft F MLT—? Newton, N
Masse FL=1T? M Kilogramm, kg
Zeit T T Sekunde, s
Temperatur 0 0 Kelvin, K
Geschwindigkeit LTt LTt m/s
Beschleunigung LT? LT? m/s?

Druck, Spannung FL2 ML T2 Pascal, Pa = N/m?
Moment, Arbeit, Energie FL ML?T=2 | Joule, J=Ws=Nm
Leistung, Energiestrom FLT—! ML*T—3 Watt, W = Nm/s
Dichte FL*T? ML kg/m®
Massenstrom FL™IT! MT! kg/s
dynamische Viskositét FL=2T ML7T! Pas = Ns/m?
kinematische Viskositét L2T-1 L27r-1 m?/s
Oberfléichenspannung FL™! MT—2 N/m = kg/s?
spezifische Wiirmekapazitit || L2T 2971 | L?*T—29~1 J/(kg K)
Wirmeleitfihigkeit FT=19=t | MLT—39~1 W/(mK)
spezielle Gaskonstante R L2729~ | L2729~} J/(kg K)

Tabelle 3.1: Ausgewdihlte Grifen, ihre Dimensionen und FEinheiten

3.2 Dimensionsmatrix

Gegeben seien n dimensionsbehaftete, physikalische Gréfien {p1,pe,...,pn}. Zwischen ihnen bestehe

ein Zusammenhang der Form

f(p17p27" 7pn) = 0 .

Es sei {A1, A, ..., Ay} eine aus m < n dimensionsbehafteten Masseinheiten bestehende Basis. Fiir
die Basis wird vorausgesetzt, dafl sich keine ihrer Gréflen als Potenzprodukt der anderen Basisgrofien
darstellen 148t.

Die Dimension [p;] jeder der n physikalischen Grofien 1é8t sich nun als Potenzprodukt der m Basisgrofien
A; darstellen,

p1] = AP Al g4, 0
[pa] = APz A4, b

[pn] = AP Agban A, bmn
Es stellt sich nun die folgende Grundfrage: Gibt es dimensionslose Kombinationen der Form

k’i ki kni
Hi:pll'pQZ""'pn ,

und wieviele unabhéngige solcher Kombinationen, d.h. Exponentenvektoren k;, = (k1;, k2i, . . . , kns) gibt



3 Dimensionsanalyse und Ahnlichkeitstheorie 15

es? Man geht in der obigen Gleichung zu den Dimensionen iiber:
M=1 = A% A°..... A,°
k1i k2i kni
= (Albu ..... Ambml) " (Alblz . .Ambmz) R (A1b1n ..... Ambmn) _

Ein Vergleich der Exponenten fiir jede der Basisgrossen A; ergibt dann die Gleichungen

bi1 - ki + b1z ki + - +bin-kni = 0
bo1 - kii +ba2 - ko + -+ bay -k = 0
b1 - k1s +bma ko + -+ bpn kg = 0.

Dies ist ein homogenes, lineares Gleichungssystem von m Gleichungen fiir n Unbekannte ki;, kaj, - . . kn;-
Die Losbarkeit dieses Gleichungssystems ist bestimmt durch den Rang r der Dimensionsmatric B =
{bi;}, (i=1...m,j=1...n). Die Exponenten konnen besonders iibersichtlich in einer Matrix auf-
gefithrt werden,

| P P2 i Pn
A1 b11 b12 . bln
Az bar b ... Doy
A | b1 bz ... bun

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass ein homogenes, lineares Gleichungssystem der Ordnung n,
dessen Koeflizientenmatrix den Rang r besitzt, genau n — r linear unabhéngige Losungen hat.

Es gibt also n — r unabhéingige Exponentenvektoren k.

3.3 Buckingham I[I-Theorem

Gegeben seien n dimensionsbehaftete mefibare physikalische Gréfien pi,pa,...,p, und eine Relation
f(p1,p2,-..,pn) = 0 zwischen ihnen. Dann gibt es genau k = n — r unabhingige dimensionslose II-
Grossen 11y, I, ..., g, wobei r der Rang der zugehdrigen Dimensionsmatrix B ist. Die Beziehung
f (p1,D25 - -, Pn) = 0 188t sich auf eine Beziehung von k dimensionslosen Grofien reduzieren,

q)(HhHQv"'ka) =0

3.4 Formalismus zur Dimensionsanalyse

Fiir die Dimensionsanalyse kann der Losungsweg formalisiert und vereinfacht werden:

1. Aufstellen einer Liste aller dimensionsbehafteten Parameter {pi,p2,ps,...,pn} des Problems.
Hierzu kann die Dimensionsmatrix verwendet werden.

2. Notieren der Anzahl n dieser Parameter.
3. Bestimmung der Anzahl » der unabhéngigen Basisgrossen (Masseinheiten) des Problems.

4. Errechnen der Anzahl der moglichen dimensionslosen Parameter k = n — r.
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. Auswahl von r Parametern aus der Liste {p1,p2,ps,...,Pn}, mit denen die unabhingigen Mass-

einheiten erfasst werden, d.h. Einfithrung einer Liste mit Referenzparametern

{ﬁlaﬁ?a' e aﬁr} - {plap25p3a' 7pn} .

. Beschreibung der Dimensionen der k restlichen Originalparameter mittels eines Produktansatzes

aus den Dimensionen dieser Referenzparameter

[pi] = [p1]“" [p2]™ ... [pr] ™" (t=1...k) .

. Durch Vergleich der Exponenten im zugrundegelegten Masssystem ergibt sich fiir jeden der k

Parameter ein lineares r x r Gleichungssystem, welches gelost werden kann und die Exponenten-
gruppen {1, Qo ..., i}, (0 =1...k) festlegt.

. Die k dimensionslosen Parameter kénnen dann geschrieben werden als

P1

I, = ﬁlllnﬁng B .f)?lr
P2

H2 = ﬁlllmﬁgzz . ﬁ?&r
Pk

Hk = ﬁ?klﬁg“ . .ﬁgkr

Beispiel: Volumenstrom in einem Kreisrohr

Gegeben sei die Gesetzmissigkeit fiir den Volumenstrom in einem Kreisrohr, in Abhé#ngigkeit von
Parametern

- op
V=rf <M,R, 5$>

Eine andere Schreibweise fiir diesen Ausdruck ist

Ox

Die Parameter werden in einer Dimensionsmatrix aufgelistet:

V. u R 0plox
M 0 1 0 1
L 3 -1 1 -2
T | -1 -1 0 —2

Die Gesamtzahl der Parameter ist n = 4, die Anzahl der bendtigten Referenzparameter ist » = 3. Als
diese Referenzparameter werden gewahlt

dp
R und = .
s und - =~

Es kann somit nur ein dimensionsloser Parameter berechnet werden wegen

k=n—-r=4-3=1.
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Das Gleichungssystem fiir die Exponenten der Masseinheiten ergibt sich zu

1 0 1 11 0
-1 1 =2 Q12 = 3
-1 0 -2 13 -1

(Anmerkung: Die Matrix des Gleichungssystems ergibt sich aus der Dimensionsmatrix.)

Die Losung fithrt zu den Exponenten

Q11 —1
12 = 4
13 1

Im letzten Schritt wird der dimensionslose Parameter formuliert
v
%R“ dop/dx  R*0p/ox’

II; =

bzw. die Proportionalitit der Parameter zueinander, die im Sonderfall (k = 1) folgt:

nYu B . R*Op
iz ap/ax—konst. = V x P

3.5 Ahnlichkeit und Modellierung

Die dimensionslose Beschreibung eines funktionalen Zusammenhangs kann dazu genutzt werden, Ska-
lierungsgesetze fiir Ahnlichkeitsuntersuchungen herzuleiten. Dazu betrachte man zwei Messreihen, eine
fiir ein Modell (Index m) und eine fiir das Originalproblem (Index o)

o™ (I, Iy, .. ) = 0
o° (119,113, ...,112) = 0.

Man fordert nun, dafl die Versuchsergebnisse am Modell denselben Gesetzmissigkeiten unterliegen wie
das Original. Dann gilt fiir die Mefireihen

(... )=D°(...)=D(...) .
Daraus folgt automatisch (unter der Annahme einer eindeutigen Funktion ®), dafl auch gelten muf
" =1y, ' =I, ..., I'=IF

d.h. die dimensionslosen Parameter von Modellversuch und Originalproblem sind identisch. Diese Iden-
titdt erlaubt es nun, Messungen am Original durch Modellmessungen zu ersetzen. Insbesondere kann
man auf die dimensionsbehafteten (und gegebenenfalls unbekannten) Parameter des Originals zuriick-
schliessen, da gilt

by - v

' = pe——— — ——
T (P (pyr) ez .. () T (p9) 2 (pg) @ ... (pR)m

(G=1...k)

oder
~ e 75t ~0 a2 ~0 Qjr
P\’ P P
= (B)7(B) 7 (2
pl p2 pr

Strémungsmechanische Ahnlichkeit

Damit Modellversuch und korrespondierende Originalstromung sich &hnlich verhalten, miissen die di-
mensionslosen II-Grossen identisch sein. Man spricht in einem solchen Fall von stromungsmechanischer
Ahnlichkeit.
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Reynolds-Ahnlichkeit

Bei Stromungen, bei denen als Parameter nur die Reynolds-Zahl auftritt, spricht man auch statt von
stromungsmechanischer Ahnlichkeit einfach von Reynolds-Ahnlichkeit.

Beispiel: Krifte auf ein Modell im Windkanal

Es werde ein Modellversuch durchgefiihrt, bei dem sich eine (gemessene) Beziehung zwischen der Kraft
F auf das Modell und zwei weiteren dimensionslosen Parametern, der Reynolds-Zahl Re und der Mach-
Zahl Ma ergibt:

F F oUL U
o™ (2 Re,Ma) = o™ e ) =o.
<QU2L2’R6’ a) <9U2L27 w ’a) 0

Unter der Annahme, dafl die Reynolds- und die Mach-Zahl zwischen Modell und Original iibereinstim-
men, ergeben sich die folgenden Beziehungen aus der Identitidt der dimensionslosen Parameter

QmUmLm - QOUOLO
e p1°
um e

a™ a?

Re™ = Re® —

Ma™ =Ma® =
und damit fiir die gesuchte Kraft am Original

m Fo QO (Uo)2 (Lo)2
= = F°'=F" — .
Qm(Um)Q(Lm)Q QO(U0)2(L0)2 Qm Um Lm

3.6 Dimensionslose Kennzahlen

Reynolds-Zahl Re=uL/v

Froude-Zahl Fr=u/\gL

Mach-Zahl Ma =u/a

Euler-Zahl Eu = p/(ou?®) = (y Ma®)~*
Knudsen-Zahl Kn =M\ /L = Ma/Re
Weber-Zahl We = ou®L/o
Strouhal-Zahl Str=L/(ut)

Eckert-Zahl Ec =u?/(c, AT)
Fourier-Zahl Fo=Fkt/L?

Grashof-Zahl
Nusselt-Zahl

Gr = gLsa(TWand - Too)/l/2
Nu=aL/k

Péclet-Zahl Pe=uL/k
Prandtl-Zahl Pr=v/k
Rayleigh-Zahl Ra = Gr Pr
Stokes-Zahl St=pL/(nu)
Reibungskoeffizient ¢y = 7 /((0/2) u?)
Druckkoeffizient cp = Ap/((0/2) u?

Aulftriebsbeiwert u
Widerstandsbeiwert c¢p = Fp/((0/2) u*A)
Momentenbeiwert Cvr = Ma/((0/2) R® w?)

Tabelle 3.2: Ausgewdhlte dimensionslose Kennzahlen
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Kapitel 4

Kinematische Beschreibung des Stromungsfeldes

4.1 Lagrangesche und Eulersche Beschreibung

Lagrangesche Beschreibung

In dieser Betrachtungsweise wird das Fluidpartikel in seiner Bewegung im Raum verfolgt. Die einzel-
nen Partikel konnen durch ihre Referenzposition o Zur Referenzzeit ty identifiziert werden, und die
Teilchenbahnen ergeben sich als

é = é(taéov tO) :
Fiir die Geschwindigkeit u des Partikels gilt
d 0¢
}éo’to dt_ aﬁ éoatU
fiir seine Beschleunigung
2 9°¢
ale o = 280 = 5

§,to

Der Index § to manifestiert, dafl die Ableitung bei fester Referenzlage, also fiir ein und dasselbe Teil-
chen, durchgefuhrt wird. Es handelt sich um eine massen- bzw. teilchenfeste Beschreibung.

Eulersche Beschreibung

Bei diesem Ansatz wird die Anderung der Strémungsgrossen an einer festen Stelle des Raumes betrach-
tet. An jedem Ort z und zu jedem Zeitpunkt ¢ ist der Wert einer Stromungsgrosse ¢(z,t) eindeutig
definiert durch den Wert von ¢ fiir das zur Zeit t gerade im Punkt z befindliche Fluidteilchen. Die
Stromungsgrossen werden als Feldgrossen dargestellt, z.B.:

u(z,t), olz.t), T(zt) ...
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Lagrange Euler
(partikelbezogen) (raumfest)
Ort Partikelposition unabhéngige Variable
é(t) = é(t7 §07 t()) L, t
Geschwindigkeit || Partikelgeschwindigkeit Geschwindigkeitsfeld
dg
I u(z, t)

Beschleunigung Beschleunigung des Partikels | Beschleunigung, die ein stromendes
Partikel in (z,t) erfihrt

d¢ D _ o
e D=7 u+t (u-YVu

Tabelle 4.1: Kinetische Beschreibung der Fluidbewegung

4.2 Substantielle Ableitung

Die Anderung einer Strémungsgrosse ¢ fiir ein einzelnes Fluidpartikel, daf} sich entlang seiner Bahnlinie
bewegt, berechnet sich iiber die substantielle Ableitung:

D¢ ¢
Dt ot ( )¢
N~~~ ——
lokale konvektive
Ableitung Ableitung

Die im mitbewegten System wahrgenommene Anderung hat zwei Komponenten. Die lokale Ableitung
beschreibt die Anderung, die ein (méglicherweise unbewegtes) Fluidpartikel dadurch wahrnimmt, da8
sich das lokale Strémungsumfeld zeitlich éndert. Die konvektive Ableitung beschreibt die Anderung,
die ein mit der Geschwindigkeit u bewegtes Teilchen in einem rdumlich variablen (aber moglicherweise
zeitlich konstanten) Stromungsfeld erfdhrt.

In mathematischen Sinne stellt die konvektive Ableitung die Richtungsableitung von ¢ in Richtung der
lokalen Bewegungsrichtung des Fluidpartikels dar, multipliziert mit dem Betrag der lokalen Geschwin-
digkeit.

4.3 Reynolds-Transporttheorem

V(1) sei ein mit dem Strémungsfeld u(z,t) mitbewegtes, “materielles” Volumen mit dem geschlossenen
Rand 0V (t) = S und der #uBeren Normalen n. Die Grosse U(t) sei definiert durch

(1) = / o(zt) AV
V(t)

wobei ¢(z,t) eine beliebige Funktion ist. Fiir die zeitliche Ableitung von ¥ gilt:

av [ 96 - .
Ei/at dVv + /gbg-ﬂdS.

V(t) v (t)=S
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Sei V'(t) ein beliebig bewegter, zeitabhéingiger Integrationsbereich (“Kontrollvolumen”) mit dem Rand
S(t) = 0V (t) und der Geschwindigkeit des Randes ug. Dann gilt:

Dy d
- @ / ¢ dV + / ¢ [(u—ug) -n]dsS .
V(#) S(t)
Wenn V ein ortsfestes Kontrollvolumen ist, ergibt sich

DU d
14

S

4.4 Kinematische Eigenschaften von Stromungen

Inkompressible Strémung und inkompressibles Fluid

Der thermodynamische Term “inkompressibles Fluid” und der fluiddynamische Begriff der “inkompres-
siblen Stromung” sind nicht notwendigerweise dquivalent. Es ist durchaus moglich, daf$ ein kompressibles
Fluid inkompressibel stromt.

Von inkompressibler Strémung kann ausgegangen werden, wenn die Dichteinderungen eines Fluidpar-
tikels vernachléssigbar sind. Mathematisch ist die Inkompressibilitéit iiber die Bedingung

Do

=0
Dt

definiert. Die Fluidpartikel miissen nicht alle die gleiche Dichte haben. Die einzige Bedingung ist, dafl
die Definition fiir jedes Fluidpartikel einzeln erfiillt ist. Ein Beispiel ist die Atmosphére: Thre Dichte
dndert sich mit der Entfernung von der Erdoberfliche, die Dichte der einzelnen Fluidpartikel bleibt
aber konstant in einer Strémungsebene (geschichtete Strémung).

In einem inkompressiblen Fluid hingegen wird die stirker einschrinkende Annahme
o0 = konst.

gemacht.

Stationidre Stréomung

Eine Stromung wird als stationédr bezeichnet, wenn alle ihre Eigenschaften (Druck, Geschwindigkeit,
Dichte etc.) an einem festen Ort zeitunabhiingig sind, d.h. es gilt im Eulerschen Sinne

9]
2o
ot
Dabei impliziert weder /0t = 0, dal D/Dt = 0, noch folgt aus D/Dt = 0, dafl 9/9t = 0.

Beispiel: Stationéire Stromung eines inkompressiblen Fluids in einer Diise

Es gilt hier fiir das Geschwindigkeitsfeld
du
ot

d.h. ein Fluidpartikel erfihrt eine Beschleunigung entlang seiner Trajektorie in der Diise, obwohl das
Stromungsfeld zeitlich konstant bleibt.

ou Du
— d = ==
0 un - #£0 = " #0,
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Gleichfoérmige Stromung

Eine Stromung wird als gleichférmig (uniform) bezeichnet, wenn die Stromungsgeschwindigkeit im
gesamten Raum ortsunabhéngig ist, d.h.

ou;

Oz,
Die Stromlinien solcher Stromungen miissen gerade und parallel sein. Sind sie nicht gerade, wird der

Geschwindigkeitsvektor eine Richtungsénderung erfahren. Sind sie nicht parallel, &ndert sich die Ge-
schwindigkeit entlang der Stromlinien.

=0.

Ausgebildete Stromung

Die ausgebildete Stromung ist eine schwiichere Form der gleichformigen Stromung. Es wird nur an-
genommen, daf sich die Strémungsgeschwindigkeit nicht entlang der Hauptstromungsrichtung &dndert.
Als Beispiel diene die Rohrstromung ( Stromungsrichtung «). Hier sind dp/0x = konst. bzw. 0T /0x =
konst. zugelassen, u(x) aber nicht.

Wirbelstirke

Der Wirbelstérkevektor w ist tiber die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes definiert: w = Vxu =rot u .
In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7 gilt

ae (B0 By (u owy (o o
L= Oy 0Oz S\ 9z~ Bz £ \ oz oy) ’

)T

I
<1

w

in Zylinderkoordinaten z = (r, 0, x
LOuy  Oug) , ~(Our Ous\ —(1[0(rug) Ou
& \7 00 ox €0\ oz or €\ 5 or 00 ’

4.5 Ausgezeichnete Linien

<1

w=Vxu

Eine Stromlinie ist eine Kurve, die in jedem Punkt tangential zum momentanen Geschwindigkeitsfeld
verlduft, d.h. es gilt

dz xu=0,

bzw. in parameterfreier Darstellung

dr_dy _de

u v w
Stromlinien kénnen als “Momentaufnahme” der Strémung aufgefasst werden. Sie sind auch als Inte-
gralkurven z(s) des momentanen Geschwindigkeitsfeldes definierbar

dz .
Pl u(z(s);t)

wobei s der Kurvenparameter ist. Fiir eine stationire Stromung sind Stromlinien zeitlich unverénder-
liche Kurven im Raum.

Eine Bahnlinie ist der Pfad eines Fluidpartikels. Sie entspricht der Trajektorie {(t) eines Partikels, die
bei “Langzeitbelichtung” der Strémung entsteht. Sie wird beschrieben durch

dg
S w00 £o)=¢,
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Eine Streichlinie ist der Pfad aller Fluidpartikel, die durch einen festen Referenzpunkt gelaufen sind.
Der sich bei einer Rauchsonde ergebende Rauchfaden entspricht einer Streichlinie.

Eine Zeitlinie ist die Linie von Teilchen, die sich zu einem fritheren Zeitpunkt ¢ty auf einer Kurve be-
fanden. Eine Zeitlinie kann z.B. durch Wasserstoffbléschen visualisiert werden, die entlang einer Linie

momentan erzeugt wurden.

Fiir eine stationdre Stromung gilt der wichtige Sonderfall:

Stromlinie = Bahnlinie = Streichlinie

Beispiel: 2D Staupunktstromung

Gegeben seien die Teilchenbahnen in einer 2D Stréomung,
§(t)) _ < So explA(t — to)] )

n(t) no exp[—A(t — to)]

Die Geschwindigkeit der Teilchen ergibt sich damit zu

€ ( A&o exp[A(t — to)] )
de —Ang exp[—A(t — to)]

E(t:€,t0) = <

£=

Das Eulersche Geschwindigkeitsfeld ist definiert durch die Geschwindigkeit des Teilchens, das zum
Zeitpunkt ¢ durch den Punkt (z,y) fliesst,

e ()= (il )

womit folgt
e=a = (_4ooratonl Yoa().

Man beachte, dafl keine explizite Zeitabhéingigkeit mehr vorhanden ist - die Stromung ist stationér. Die
Stromlinien ergeben sich aus dem Geschwindigkeitsfeld mit der Definition

de _dy  dr_dy

U v T Y

)

nach Bestimmung der Integrationskonstante zu

ZoYo
—x .

Da die Stromung stationér ist, sind die Stromlinen und Bahnlinien identisch; es gilt
xy = konst. = xoyo
bzw.

&n = konst. = &no

entlang der Integralkurven.
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4.6 Stromfunktion

Das Geschwindigkeitsfeld wird definiert {iber die Rotation der Stromfunktion ¥, die im allgemeinen Fall
ein Vektorfeld ist. Im 2D-Fall hat ¥ nur eine Komponente und kann als Skalar ¥ aufgefasst werden.

0w

y
oU
O

u=Vx¥, 2D—Fall: u=

z,y

Das so definierte Geschwindigkeitsfeld erfiillt die (inkompressible) Kontinuitétsgleichung (da div u =
div rot ¥ = 0).

Auf Stromlinien gilt ¥ = konst. Der Volumenstrom zwischen zwei Stromlinien kann aus der Differenz
der entsprechenden Werte der Stromfunktion berechnet werden

Vor = Wy — Uy .
Der Massenfluf3 berechnet sich iiber
oy = 0b (¥ — V)

mit b als Breite der Fluidschicht in z-Richtung.
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Kapitel 5

Erhaltungsséitze

5.1 Massenerhaltung

Die Masse eines materiellen Volumens Fluidelementes bleibt per Definition erhalten, d.h. es gilt im
mitbewegten System:

Dm _
Dt

5.1.1 Integrale Formulierung

Begreift man die Masse als das Integral der Dichte iiber das Volumen V

m:/QdV
v

ergibt sich der Massenerhaltungssatz aus dem Transporttheorem fiir ein raumfestes Kontrollvolumen
zu

D d
m_ < ng+/Q@~ﬂdS:0-

\% S
Massenénderung Massenfluss iiber
im Gebiet den Gebietsrand

5.1.2 Stromrohren

Aus dem Massenerhaltungssatz fiir stationédre Stromungen (9/9t = 0) durch Stromréhren mit End-
flichen senkrecht zur Anstromung folgt:

/Qﬂ'ﬂds:o = po-u-S1 =02 -u2-5 = 1m=mo
S

(Die Fliche }1 wird hierbei als die Einstromfliche verstanden, die Fliche }2 als die Ausstromfliche.)

5.1.3 Differentielle Form - Kontinuitidtsgleichung

Die differentielle Form des Massenerhaltungssatzes ergibt sich aus der integralen Form unter Anwendung
des Gaufischen Satzes zu

do B
aﬁLZ'(QM)*O-

Diese Gleichung wird auch Kontinuitdtsgleichung genannt.
Fiir inkompressible Stromungen vereinfacht sich der obige Ausdruck zu

V-u=0.
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5.2 Impulserhaltung

Die zeitliche Anderung des Impulses eines Fluidelementes ist gleich der Summe der daran angreifenden
Krifte:

bpr
o 2k

5.2.1 Integrale Formulierung
Wird der Impuls P integral beschrieben als
p=[ouav,

14

geht der Impulserhaltungssatz fiir ein raumfestes Kontrollvolumen unter Aufzihlung aller auftretenden
Krifte tiber in:

DP
_Zi/QudV-F/Qﬂ(u'ﬂ) dS:—/pndS+/QidV+/;-ndS+ E .
S S

14 \4 S
—_——— —— ~—~
Impulsédnderung Impulsfluss iiber Druck- Volumen- Oberflachen- dussere
im Gebiet den Gebietsrand krafte krifte scherkrifte Krifte

Die dusseren Krifte stellen dabei z.B. Haltekrifte dar.

5.2.2 Stromrohren

Es sei vorausgesetzt, daf8 die Stromung stationér(9/0t = 0) und reibungsfrei (z = 0) ist, es sollen
keine Volumenkrifte wirken (f = 0), ebensowenig wie dussere Krifte (£,,; = 0). Die Endflichen der
Stromrohre seien senkrecht zur Anstrémung orientiert. Dann gilt:

/Qﬂ(u'ﬂ) ds = —/p@ ds
s s
= (p1+ 0ur®)Sing + (pa + 00us®)Son, = — / pn dS = F,,

Mantel

F)y entspricht hier der Druckkraft auf den Mantel der Stromréhre. Es wurde wiederum angenommen,
daB die Fléche |, die Einstromfliche bezeichnet, die Fléche ‘2 die Ausstromflache.
Vorgehensweise bei der Anwendung des Impulssatzes:

1. Koordinatensystem festlegen

2. Wahl des Kontrollvolumens

e cinfach zusammenhéngend
e unter Ausnutzung von Randbedingungen (Kanalwand, peo)

e unter Ausnutzung geometrischer Vereinfachungen (u senkrecht zu den Grenzen des Kontroll-
volumens, Grenzen parallel zu den Achsen des Koordinatensystems)

Impulsstrome eintragen
Korperkriifte eintragen

Driicke eintragen

A

Impulssatz aufstellen
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Hinweise:

A. Fiir die Berechnung der Geschwindigkeitsdnderungen wird die Kontinuitétsgleichung herangezo-
gen.

B. Beim Berechnen der Driicke kann die Bernoulli-Gleichung helfen (siehe Kapitel 5.2.4.2).

Beispiel: Kraft auf einen Rohrkriimmer

u1ap7p

.
.
.

Abbildung 5.1: Stromung durch einen Rohrkrimmer

Die Stromung sei stationdr und inkompressibel. Der Querschnitt A bleibe unveréindert ebenso wie der
Druck p im Rohr.

Die Kontinuitatsgleichung liefert fiir das Kontrollvolumen
Uy = u9g .

Der Impulssatz hat als Vektorgleichung zwei Komponenten, die beide ausgewertet werden miissen.
Es ergibt sich fiir die z-Komponente

o (+ugsina) (+uz) A= —(p—po) Asina+ F, ,
und fiir die y-Komponente

o(—u1) (—u1) A+ o (~ugcosa) (+uz) A= —(p—po) A— (p—po) A(—cosa) + F, .

Die Kraftkomponenten im Impulssatz, F,, und Fy, beschreiben die Kraft auf das Fluid . Die Kraft auf
den Kriimmer hat dementsprechend genau die umgekehrte Richtung, d.h.

- (gu% erfpo) Asina

o (5= (e )
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5.2.3 Differentielle Form

Die differentielle Form des Impulserhaltungssatzes ergibt sich aus der integralen Form zu:

d(ou

(GQ;)JFZ'(QM): -Vp+ of + ¥z
~~ S~~~ S~~~
Druck- Kraft- Schub-
gradient felder spannung

Die externen Kréfte haben keine Entsprechung in der differentiellen Formulierung. Unter Verwendung
der Kontinuitdtsgleichung kann man auch schreiben:

Q fr— .
Qﬁ =-Vp+ Qi‘f'z T.
5.2.4 Impulserhaltung fiir reibungsfreie Stréomungen

5.2.4.1 Euler-Gleichung

Die Impulsgleichung wird unter Annahme eines perfekten Fluides, d.h. durch Vernachldssigung der
Reibung (z = 0), vereinfacht:

Du Ou 1
D—t—aJr(ﬂ'Z)Q**QZeri

Diese Beziehung wird Fuler-Gleichung genannt. Als Randbedingungen gelten:

1. An einer festen Wand:
n-u=0,dh uy =0 und u ist nicht bestimmt.

2. An der Trennfliche zweier Fluide (ohne Grenzflichenspannung):
n-u; =n-uy,dh uy =muy 2 wobeiwu); und u) o unbestimmt bleiben.
Ausserdem gilt p; = p2, d.h. die Gleichheit der Driicke.

5.2.4.2 Bernoulli-Gleichung

Aus der Euler-Gleichung kann durch Integration entlang einer Stromlinie unter Annahme der Inkom-
pressibilitdt (o = konst.) die Bernoulli-Gleichung hergeleitet werden. Das Kraftfeld sei konservativ und
es existiere ein Potential U fiir die Krifte

f=-YU.
Zwischen zwei Punkten einer Stromlinie gilt unter diesen Voraussetzungen zu einem festen Zeitpunkt:
2
ou u? p 2
— -d —+=4+U| =0
/ ot ol { 2 " Y " 1
1
Die Annahme einer stationdren Stromung vereinfacht die Gleichung zusétzlich:
u? p 2 u? p
= 4+24U| =0 = — + =+ U = konst.
2 o 1 2 Y
Die spezifische mechanische Energie oder Bernoulli-Konstante ist entlang einer Stromlinie konstant,

aber von Stromlinie zu Stromlinie im allgemeinen verschieden.

(Die Bernoulli-Gleichung kann auch ausgehend von der Navier-Stokes-Impulsgleichung hergeleitet wer-
den. Dabei wird die Strémung als rotations- (V x u = 0) und reibungsfrei (£ = 0) angenommen. Unter
diesen Voraussetzungen gilt die Gleichung im ganzen Stromungsfeld.)



5 Erhaltungssitze 29

Die Bernoulli-Gleichung kann dimensionell als eine Bilanzgleichung fiir die spezifische mechanische
Energie interpretiert werden. Sie sollte jedoch nicht fiir die Energiegleichung substituiert werden.

Vorgehensweise bei der Anwendung der Bernoulli-Gleichung:
1. Anfangs- und Endpunkt der Stromlinie festlegen
2. Bernoulli-Gleichung aufstellen
3. Bekannte Grossen einsetzen
4. Umformen
Hinweise:
A. An freien Oberflichen herrscht meist Umgebungsdruck.

B. Die Gleichung darf nicht iiber Stellen angewendet werden, an denen mechanische Energie zu-
gefiihrt oder entzogen wird (Propeller, Turbulenz durch Strémungsabrif} etc.).

C. In sehr grossen Querschnitten (relativ zur betrachteten Stromrohre) kann die Geschwindigkeit
meist vernachléssigt werden.

Beispiel: Schwingung in einem U-Rohr
Ein inkompressibles, reibungsfreies Fluid befindet sich in einem offenen U-Rohr mit konstantem Quer-
schnitt.

Gesucht ist die Schwingungsgleichung des Systems. Diese folgt aus der Bernoulli-Gleichung von 1 nach 2.
An den Stellen 1 und 2 herrscht Umgebungsdruck: ps = p; = pg. Aus der Kontinuitéit fiir eine
Stromrohre folgt, dass die Geschwindigkeit im ganzen U-Rohr ausschliesslich eine Funktion der Zeit ist:
uy(t) = ua(t) = 4(t). Das Integral der Geschwindigkeitséinderung % wird zu LZ. Das Potential an der
Stelle 1 ist U; = —gz, an der Stelle 2 Us; = gz. Einsetzen in die instationére Bernoulli-Gleichung ergibt
die Schwingungsgleichung

29

5.2.4.3 Barotrope und barokline Strémungen
Eine Stromung wird barotrop genannt, wenn die Dichte nur vom Druck abhéngt:
e = o(p)

Dies ist trivialerweise erfiillt fiir inkompressible (¢ = konst.) Strémungen eines Fluids, aber gilt auch
fiir isotherme (T = konst.) bzw. isentrope (s = konst.) Stromungen eines idealen Gases.
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Im allgemeinen ist die Dichte auch von der Temperatur abhéngig. Man spricht dann von einer baroklinen
Stromung:

o=o(p,T)
Fiir barotrope Stromungen ist 1/ Vp rotationsfrei (fiir barokline Stromungen gilt das nicht). Unter

Beriicksichtigung dieser Annahme kann eine allgemeinere Form der Bernoulli-Gleichung hergeleitet
werden:

2(9 2 2 7 d
(2 u p
= -d§+{—+U} +/———0
1/815 2 L o(p)

In Sonderfall einer isentropen Stromung eines idealen Gases gilt wegen dh = T'ds + dp/e = dp/o

1

du u? ?

/E -ds + {7+U+hLo
2

5.3 Energieerhaltung

Die Energie eines Systems dndert sich durch Zufithren bzw. Abfithren von Warmestrémen oder durch
Abgabe bzw. Aufnahme von mechanischer Leistung:

D DL IS i)

5.3.1 Integrale Formulierung

Die totale innere Energie er ist definiert durch:

+g2
e — e p—
T=0 9

Fiir die Erhaltung der totalen inneren Energie in einem raumfesten Kontrollvolumen V', das durch den
Rand S umschlossen ist, gilt:

DE d u? u?
— = — e+ — | dV + e+—=— | (u-n)dS
Dt dt Q( 2> /Q< y ) )

v s

Energiednderung Energiefluss iiber
im KV die Grenzen des KV
= /gi~ng+/(g-g)-ndS+/gqv dV*/Q'ﬂdS
v 5 v S
Volumen- Oberflachen- volumetrische Wéirme-
arbeit arbeit Quellen stréome

Die Wiarmestromdichte q kann iiber das Gesetz von Fourier berechnet werden:

g:kaT.
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5.3.2 Differentielle Formulierung

Aus der obigen Form des Energiesatzes kann die differentielle Form fiir die Gesamtenergie hergeleitet
werden:

d u? . u? : .
X 0 e—l—? + div | ou e—l—? :Qi-g—i—dlv(g-g)—i—gqv—dlvg

Eine Erhaltungsgleichung fiir die innere Energie kann hergeleitet werden, indem man eine Gleichung
fiir die kinetische Energie (aus dem Impulssatz, durch Multiplikation mit dem Geschwindigkeitsvektor)
subtrahiert:

de
QE—l-gg-Ze:—Z'g —pV - ut+z:Nu + ogv
—— e N—— ~—~
substantielle Wirme- Druck— Dissipation Wirme-
Ableitung leitung arbeit quellen

Der Energiesatz kann auch unter Verwendung der Enthalpie formuliert werden:

Dh _ Dp
0D =D L etI:iMutogy

Die Enthalpie & ist definiert iiber

h:e—i—z—).
0

Vorgehensweise bei der Anwendung;:
1. Kontinuitétsgleichung und Impulssatz 16sen fiir alle Koordinaten
2. Einsetzen in den Energiesatz
3. Differentialgleichung 16sen
Bedeutung moglicher Hinweise in der Aufgabenstellung;:
A. Vernachléssigbare Wiarmeleitung -V-q=0
B. Vernachléssigbare Dissipation z:Yu=0
Newtonsches Fluid Tij = p (Ou;/0xz; + Ou;/0x;)
Stationér 0/0t=0
Adiabate Wand

4y =0

Isotherme Wand Tw = konst.

Q@ m = U Q

Mit konstantem Wiarmestrom geheizte Wand = konst.

dyw
5.3.3 Sonderfille

5.3.3.1 Energieerhaltung fiir inkompressible Strémungen
Es gilt die Kontinuitéitsgleichung fiir inkompressible Stréomungen

V-u=0.

Unter diesen Bedingungen vereinfacht sich der Energiesatz zu:

e [y = -V .q+1:Vu+oqv
Treten keine Warmeleitung und keine Reibung auf, und sind keine Warmequellen oder -senken vorhan-
den, gilt DT/Dt = 0, und damit ist 7' = konst. fiir ein mitbewegtes Fluidpartikel.



32 5 Erhaltungssitze

5.3.3.2 Perfektes Gas ohne Reibung

Ein perfektes Gas ist ein ideales Gas mit konstanten Wérmekapazititen. Es gilt
P_Rr, dh=c,dT", o®=~RT.
o

Aus dem Energiesatz folgt:

D u? Op
0% (h+7) ——Z-g+5+z-(;-u)+gi-u+gqv

Tritt keine Warmeleitung auf, sind keine Warmequellen vorhanden und ist die Stréomung reibungsfrei
sowie stationdr mit f = 0, vereinfacht sich die Aussage zu

2
v (h + ﬂ—) ~0.
2
Entlang der Stromlinien gilt die Gleichung
1
cpT + 522 = konst. ,

die auch kompressible Bernoulli-Gleichung genannt wird.
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Kapitel 6

Reibungsbehaftete Stromungen

6.1 Navier-Stokes-Gleichung

Mit dem Newtonschen Schubspannungsansatz unter Annahme konstanter kinematischer Viskositét
v = konst. geht aus dem Impulssatz fiir reibungsbehaftete inkompressible Stromungen die Navier-
Stokes-Gleichung

Du 1
= = __ A
D QZP +vAu+ f
hervor. Analog zur vektoriellen kann auch die tensorielle Schreibweise benutzt werden. In kartesischen
Koordinaten gilt:
ou; 0 1 90p 02

Bt +uj8—xjui = "o 0m +V8—x?ui + fi -

Die Kontinuitétsgleichung fiir den inkompressiblen Fall lautet
z U= 0 )

bzw. in Tensor-Notation
8ui
=0.
(’)xi
Randbedingungen:

1. An festen Winden gilt die Haftbedingung (”no-slip condition”):
UFlyid = YwWand-

2. An Phasentrennflichen ohne Grenzflichenspannung gilt:
u; = Uy , d.h. die Geschwindigkeiten sind kontinuierlich iiber die Trennfléche, sowie o =g, n.
Die zweite Bedingung lisst sich weiter aufspalten in die Gleichheit der Driicke, p1 = po,

und die Gleichheit der Scherkraftkomponenten an der Trennfliche, 7. -n=1_-n .

1 =2

Bedeutung moglicher Hinweise in der Aufgabenstellung:
A. Keine Feldkrifte f=0
B. Reibung sei vernachléssigbar vAu=0

C. Stationér 9/0t=0

6.2 Exakte Losungen

Ebene Couette-Strémung

Vorausgesetzt sei eine ausgebildete Schichtenstromung eines inkompressiblen Mediums im ebenen Spalt
(—h <y < h), wobei die untere Wand ruht und die obere sich in einer Ebene mit U bewegt. Es gilt:

u=u(y), w=0.



34

6 Reibungsbehaftete Stromungen

Die Kontinuitétsgleichung fithrt zur Aussage v = 0. Unter Vernachlissigung der Volumenkrifte verein-

fachen sich die Impulsgleichungen zu:

Der Druckgradient ist also konstant. Das Geschwindigkeitsprofil ergibt sich, unter Einbeziehung der

10p(x) _ d*uly)
o Oxr  dy?
9 _p _
oy 0z
Aus der ersten Gleichung folgt:
dp(z) d*u(y)
T = konst. = 12 dy2 .
Randbedingungen
dp
—h)=0 h)=U — =0
u-h) =0, wmy=U, L=0,
zu einer linearen Funktion
_U y
u(y) = 5 <1+h) )
yi
y=+hre
>

y=-h

Y

4

Abbildung 6.1: Ebene Couette-Strémung

Poiseuille-Strémung im Spalt

Wieder wird eine ausgebildete Schichtenstromung eines inkompressiblen Mediums im ebenen Spalt
betrachtet, wobei jetzt ein Druckgradient dp/da aufgeprégt sei und beide Winde in Ruhe sind (Wand-

haftung wird bei y = h und y = —h angenommen).
yi
y=+h “
)
00— -
ﬁ X
y= -h 7

Abbildung 6.2: Poiseuille-Strémung im Spalt
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Das Geschwindigkeitsprofil ergibt sich zu einer parabolischen Funktion

Wdp (9 v
0 =g (1778) = (135) - e =t =0)

Die Losung entspricht vollig der Rohrstromung, die im folgenden diskutiert wird.

Hagen-Poiseuille-Stré6mung

Eine horizontale, kreisrunde Rohrstrecke wird betrachtet, die Strémung sei stationér, inkompressibel
und ausgebildet. Die Volumenkrifte werden vernachlissigt. Das Problem ist axialsymmetrisch und
unabhéngig von der Winkelkoordinate #. Somit gilt

Wandhaftung ist an den Rohrwénden anzunehmen
ugy(r=R)=0, u(r=R)=0.

Aus der Kontinuitétsgleichung folgt
u, =0 .

Aus den Navier-Stokes-Gleichungen ergibt sich das Geschwindigkeitsprofil

R?dp r? r?
Ug (1) = "I dr (1 - ﬁ) = Umaz <1 - ﬁ) » Umag = u(r=0) .

1. Stokessches Problem (Rayleigh-Stokessches Problem)
Es wird eine unendlich ausgedehnte horizontale Platte betrachtet, die in einer ruhenden Umgebung

ruckartig auf die Geschwindigkeit U gebracht wird. Durch die Reibung wird das (inkompressible) Fluid
iiber der Platte allméhlich mitgenommen.

yi

N
<V

u

-
>

Abbildung 6.3: 1. Stokessches Problem, Stromungsprofil tiber einer plotzlich bewegten Platte

Die Stromung sei ausgebildet, so dafl alle Ableitungen nach x gleich null sind. Da eine Parallelstromung
vorliegt, ist v = 0. Die Volumenkréifte seien auch in diesem Fall vernachléssigt. Die Navier-Stokes-
Gleichungen ergeben

Qu(y,t) _  0*u(yt)

ot Y8y
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und fiir den Druck ergibt sich Konstanz quer zur Stréomungsrichtung
op
or
Die DGI fiir die Geschwindigkeit kann unter Einbeziehung der Anfangs- und Randbedingungen des
Problems

0.

u(ly >0,t<0) =
u(ly=0,t>0) =
uly=o00, t>0) =

o o <

gelost werden. Die Losung fiir ¢ > 0 ist eine Fehlerfunktion

YV ,
u(x,t)U<1% 0/ exp (%) dg) U<1erf<wyy_t>) :

Benutzt man Ahnlichkeitsvariablen, fallen die Losungskurven auf eine einzige Kurve zusammen (“Selbstihn-
lichkeit”).

6.3 Niherungslésungen

6.3.1 Einflu3 der Reynolds-Zahl

Die Navier-Stokes-Gleichung wird mit Hilfe der dimensionslosen Kennzahlen

, T , U ;U , P UL
i T t:_t7 i T :_L7 Re = —
) L' T PT ‘T
skaliert. Unter Vernachlissigung der Schwere ergibt sich die Impulsbilanz zu
a !/
Re {a_?l + (2/2/) g/} _ *z/p/ + A

Fall Re<1, Re—0

In bestimmten Fillen kann die Reynolds-Zahl klein (Re — 0) angenommen werden:
e wenn L klein ist (z.B. Tropfchen),
e wenn u klein ist (z.B. Gletscher),
e wenn v grof ist (zéhe Fluide).

Stromungen dieses Typs werden schleichende Strémungen (creeping flow) genannt. Im Impulssatz
konnen mit dieser Annahme die Beschleunigungsterme auf der linken Seite vernachléssigt werden und
man erhélt die vereinfachte Beziehung

v/p/ — Alul
bzw. ausgedriickt in dimensionsbehafteten Grossen

Vp = pAu .
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Diese Gleichung wird auch Stokes-Gleichung genannt. Es ldsst sich ableiten:
A. Laplace-Gleichung fiir den Druck aus der Divergenz der Stokes-Gleichung
div grad p = p div (Au) = pA (div u) = Ap=0
——

=0, inkompr.
B. Laplace-Gleichung fiir die Wirbelstdrke aus dem Rotor der Stokes-Gleichung

0 =rot grad p = prrot (Au) =pA (rot u) = Aw=0
——

=W

Die Gleichungen unter A und B sind linear, es kénnen also einzelne Losungen iiberlagert werden.

Fall Re>1, Re—

Der Fall, daf die Reynolds-Zahl gro8 ist (Re — o), kommt recht hiufig vor:
e wenn L groB ist (z.B. Schiffe),
e wenn u grof ist (z.B. Flugzeuge),
e wenn v klein ist.

Die Elimination des Terms

1
— A
Re ¢
in der Navier-Stokes-Gleichung fiihrt sie auf die Fuler-Gleichung zuriick:
ou 1
— V)u=—-—-Vp.
5 T (@ Yu P

Die Euler-Gleichung erfiillt allerdings nicht die Haftbedingungen, sie beschreibt daher die Strémung
in der Nihe eines Korpers nicht korrekt. Dort miissen die Grenzschichtgleichungen (siehe Kapitel 7)

verwendet werden.

6.3.2 Stokes Flow: Schleichende Umstromung einer Kugel

Es wird eine sehr langsame Strémung um eine Kugel betrachtet. Die Reynolds-Zahl sei dementsprechend
klein (Re — 0). Aufgrund der Geometrie des Problems sind Kugelkoordinaten fiir die Beschreibung

vorteilhaft.

Abbildung 6.4: Umstréomung einer Kugel

Es wird die Stromfunktion eingefiihrt:

U(r,0) = f(r) - g(0)
Die Geschwindigkeitskomponenten sind
1 0V 1 ov

Up = —— — up =
" r2gin6 90

Crsing or
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Die Losung der Impulsgleichung liefert fiir eine Kugel mit Radius R und den Randbedingungen u,.(r =
R,0) = 0,up(r = R,0) = 0 bei gleichférmiger Anstrémung U

1 3R 1/R\?]
\I/(T,H)ZUTQSin29l§—1_+1(_) ,
r r
3R 1/R\°
ur:UCOSHl1—§7+§(?) ,
. 3R 1/R\°
ueUsm@[lZ?Z<?> ,
3 cos 6
p:poo_§,U/UR 2
3 sin 6
=—=-UR
w 5 >

Der Widerstand F' durch Druck- und Scherkrifte ergibt sich gemé&f Stokes zu
F=6muUR .

Die dimensionslose Widerstandszahl cp ist umgekehrt proportional zur Reynolds-Zahl

F 24

ChD = ———= = —
2U?-wR? Re’

wobei die Reynolds-Zahl mit dem Kugeldurchmesser gebildet wird.
Die Losung wurde durch Oseen fiir kleine, aber endliche Reynolds-Zahlen verbessert. Er hat den Term
(u - V)u nicht vernachlissigt, sondern linearisiert zu
Ju
U—.
ox

Damit ergibt sich die dimensionslose Widerstandszahl zu:

24 3
= — 1 —_
P~ Re ( * 16R€)

fiir Reynolds-Zahlen Re < 5. Das Widerstandsgesetz ist fiir kleine Reynolds-Zahlen experimentell sehr
gut bestéitigt. Fiir hohere Reynolds-Zahlen gelten andere Gesetzméssigkeiten aufgrund zusédtzlicher
Phénomene wie Ablosung und Turbulenz. Im folgenden ist die Widerstandszahl ¢p in Abhingigkeit
von der Reynolds-Zahl Re aufgetragen.

Cp

10' \

AN
) \ﬂ,/—

10

10 10° 10" 10° Re

Abbildung 6.5: cp-Wert in Abhdngigkeit von der Re-Zahl bei schleichender Umstromung einer Kugel
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Kapitel 7

Grenzschichten

Das Grenzschichtkonzept beruht auf der Aufteilung des Stromungsfeldes in eine reibungsfreie Aussen-
stromung und eine reibungsbehaftete, diinne Grenzschicht unmittelbar am Koérper, welche die Wand-
haftbedingung erfiillen kann.

7.1 Grenzschichtgleichungen

Die Grenzschicht soll diinn sein, d.h. ihre Dicke ¢ ist sehr viel kleiner als die Bezugsldnge L. Damit nicht
alle Reibungsterme in der Navier-Stokes-Gleichung wegfallen, muss fiir die Grenzschichtdicke gelten

5~,/£.
Uso

Dieser Ausdruck kann hergeleitet werden aus einer Betrachtung des Verhéltnisses von Reibungs- und
Beschleunigungstermen.
Fiir die Grenzschicht (hier: stationir, inkompressibel, 2D kartesisch) gilt die Kontinuitétsgleichung in
der Form

Oou  Ov

— 4+ =0,

dr Oy
der Impulssatz in z-Richtung vereinfacht sich zu

ou Ou  10p 0%u

Yor oy T oo Moy
und der Impulssatz in y-Richtung reduziert sich zu
o _
dy
d.h. der Druck normal zur Wand ist in der Grenzschicht konstant und wird von der Aussenstromung

aufgepragt. Der Druckgradient in der Grenzschicht wird also von der Euler-Gleichung

10p _ _ dus
00z 7 dx

0,

bestimmt, die in der Aussenstromung (ueo(x)) gilt.
Fiir die Grenzschichtgleichungen gelten die folgenden Randbedingungen:

1. Wandhaftung:
w(z,y=0)=0, ov(z,y=0)=0,

2. Aussenstromung;:
u(z,y = 00) = Uoo(x) .
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Grenzschichtkenngrissen

e Die Grenzschichtdicke ¢ ist {iblicherweise festgelegt als der Abstand vom Koérper, an dem die
Strémungsgeschwindigkeit 99% der Geschwindigkeit der Aussenstrémung erreicht hat:

u(y =6) = 0.99 ueo

e Die Verdringungsdicke 01 ist der Betrag, um den die Grenzschicht die reibungsfreie Aussen-
stromung von der Wand verdrangt:

5125*2/(1—i) dy
Uso

0

e Die Impulsverlustdicke 5 ist ein Mass fiir den Reibungswiderstand, den der iiberstromte Korper
erfahrt (vgl. Kapitel 7.3):

529/L<1L) ay
Uoo Uoo
0

(Anmerkung: Die Integranden der beiden Integrale verschwinden fiir y > ¢ .)

7.2 Exakte Losungen der Grenzschichtgleichungen

Blasius-Grenzschicht
Man betrachte eine ebene Platte, die mit der Geschwindigkeit us, tiberstromt wird. Die Stréomung
sei inkompressibel und stationdr und die Aussenstromung sei ausgebildet, d.h. der Druckgradient in

z-Richtung ist Null.

yi

<V

Abbildung 7.1: Blasius-Grenzschicht

Die Ahnlichkeitsvariable n und ein Ansatz fiir die Stromfunktion ¥ werden definiert als

n(z,y) = %\/Rem ;
\I/(x,y) = f(n)\/uool/x 5
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wobei die Reynolds-Zahl mit der Lauflinge = gebildet wird

Re, =

14

Aus den Grenzschichtgleichungen folgt mit diesem Ansatz die Blasius-Gleichung
2f/l/+ffll :0 ,

eine gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung. Die Randbedingungen fiir dieses Problem sind
entsprechend

fin=0)=0,
f(ln=0)=0,
f'n—o0)=1.

Aus der DGI berechnet sich, mit angenéherten Zahlenwerten:

e Grenzschichtdicke

T

6=5 X Vx
v Re, Ve
e Verdrédngungsdicke
x )
6 =1.721 ~ =
' VRe, 3
e Impulsverlustdicke
x )
02 = 0.664 ~ =
2 VRe, 8

lokaler Widerstandskoeffizient (dimensionslose Wandschubspannung)

T™W 1
=W 0.664———
cr 0/2 u2, Re,,

Widerstandskoeffizient (dimensionslose Reibungskraft)

L

1
- - )dar = 1.328
= Q/2u2Lb L/Cf ! VERer
0

Bemerkung: Diese Beziehungen gelten fiir eine laminare Grenzschicht, d.h. bis zu einer kritischen
Reynolds-Zahl von etwa Rey grir. = 100 000 .
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Falkner-Skan-Grenzschicht

Man betrachte die Strémung um einen Keil mit dem Offnungswinkel 3, der mit Uy angestrémt wird.

u(y)

Abbildung 7.2: Strémung um einen Keil

Die Geschwindigkeit am Rand der Grenzschicht ist
x

Uoo () = uo (Z)m =ca™

mit m als Funktion des Offnungswinkels:

B
2 — f

Im Gegensatz zu Blasius gilt
1
—@ = —mc?z?™ 1 £0 .
00x

Die Ahnlichkeitsvariable n und ein Ansatz fiir die Stromfunktion ¥ werden #hnlich wie bei Blasius
definiert:

n(z,y) = %\/Rex

v

V(@ y) = fn) - ca™y | — =

= f(n) - usox/ Rey

Aus den Grenzschichtgleichungen folgt mit diesem Ansatz die Falkner-Skan-Gleichung:
1
J T - ) =0
Die Randbedingungen fiir dieses Problem sind:

fln=0)=0,
fn=0)=0,
f'ln—o00)—1.

Mehrere Spezialfille der Problemstellung kénnen unterschieden werden:
e —0.0905 <m < 0 Diffusorstromung,

e m =0 ebene Plattenstromung (Blasius),

0<m< 1l Keilstrémung,
e m=1 Staupunktstromung,

e 1 <m< 2 Stromung in eine Ecke.
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Dariiber hinaus kann mit dem Exponenten m auch noch zwischen
e beschleunigten Stromungen dp/0x < 0 fiir m > 0 und
e verzogerten Stromungen dp/dx > 0 fiir m < 0

unterschieden werden. Fiir all diese Fille existieren Losungen.

Die Grenzschichtgleichungen kénnen immer dann eingesetzt werden, wenn die Dicke der Grenzschicht
klein ist im Vergleich zu den Léngenskalen der Aussenstromung. Es gibt dementsprechend auch Berei-
che, wo diese Annahme nicht zu halten ist. Fiir den Fall einer endlichen Rohrstromung gilt z.B. nahe am
Einlauf 6 &~ x und im ausgebildeten Bereich § ~ D. In beiden Bereichen wére die “Grenzschichtdicke”
vergleichbar mit den externen Skalen.

7.3 Impulssatz der Grenzschichttheorie

Der integrale Impulssatz der Grenzschichttheorie lautet:

d 51 62 duoo Cf
= 9 L) "2 TP S
dz62 + ( + 52) Uoo () dz 2

Er dient als Grundlage zur Berechnung von Grenzschichten mit “Integralverfahren”.
In der Blasius-Grenzschicht mit dus,/dz = 0 gilt z.B.

d cf
—d0=—=>0
dz 2 2 =9

d.h. das rdumliche Wachstum der Grenzschicht ist direkt proportional zur Wandreibung.
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Kapitel 8
Turbulenz

8.1 Phinomenologie
Notwendige Bedingungen fiir den turbulenten Stréomungszustand sind:
e Instationaritét, Unstetigkeit (Zufallshewegung);
e Dreidimensionale Geschwindigkeitsfluktuationen (10% — 30% der mittleren Geschwindigkeit);
e Rotationsbehaftete Stromung (=M Xu#0).
Dariiber hinaus sind folgende Eigenschaften charakteristisch:
e Es treten Wirbelstrukturen auf verschiedenen Léngenskalen auf.
e Turbulenz ist selbsterzeugend, d.h. Turbulenz erzeugt neue Turbulenz.

e Es ist ein externer “Antrieb” bzw. Energiezufuhr vorhanden durch die mittlere Scherbewegung /
Geschwindigkeitsgradienten.

e Es gibt einen Umschlag von laminarer zu turbulenter Stromung, die sog. Transition.

e Die Wirbeldiffusion, die ca. 100 mal grosser ist als die molekulare Diffusion, dominiert den Im-
pulsaustausch und die anderen diffusiven Transportprozesse.

e Turbulente Energie wird durch Dissipation, d.h. durch Umwandlung in Reibungswérme ” vernich-
tet”.

Transition

Der Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung hingt nicht nur von der Reynolds-Zahl ab, son-
dern auch von der Geometrie und anderen Faktoren wie z.B. dem Stromungszustand der Zustréomung.
Bei einer ebenen Platte erfolgt der Umschlag bei

Rex,krit =3- 105 .3 106 s

mit einer Reynolds-Zahl gebildet mit der Lauflinge z und der Geschwindigkeit der Auflenstromung u

uT
Re, = — .

v

Fiir die Rohrstromung erfolgt der Umschlag bei
Rep krit = 2300...3000 ,

wobei die Reynolds-Zahl mit dem Rohrdurchmesser D und der mittleren Geschwindigkeit @ im Rohr-
querschnitt gebildet wird

uD
ReD:u—.
1%
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8.2 Statistische Modellierung der Turbulenz

Statistisches Modell der Turbulenz

Das Modell bedient sich der Annahme, dafl die lokale Geschwindigkeit v der Stromung in einen Mittel-

wert (u) und in die Fluktuation u’ aufgespalten werden kann

u(z, t) = (ulz, 1) +u'(z,1) .

Abbildung 8.1: Signal einer turbulenten Geschwindigkeit

Es ist zu beachten, dafl die Mittelung der Fluktuation Null ergibt:

(W' (z,t) = 0.

Die Mittelung kann verschieden realisiert werden:

e ensemble (iiber unabhéngige Realisationen),

zeitlich (Standard; Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen),

rdumlich (Grobstruktur-Ansatz),

iiber die Phasenzyklen einer periodischen Stromung.

Reynolds-gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen

Fiir einen statistisch stationéiren Prozess folgt:

(u(z,t)) <= lim % / u(z,t) dt = u(z) = u(z, 1)

T—o0
0

Fiir die Kontinuitdtsgleichung folgt durch Mittelung

V-u=0.

Und durch Subtraktion der obigen Gleichung von der Kontinuitétsgleichung ergibt sich

V-u=0.
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Johannes Schulte-Vels

Unter der Annahme der Inkompressibilitéit ergeben sich die gemittelten Impulsgleichungen zu

0 (mm)—_9P _ 9 _ Towiu )
aiCj (QUluJ) B 8:01 + 895]- Tij 895] (QUl Ui )

—_———

Turbulenz—
einfluss

T = 7m0l ist der molekulare Schubspannungstensor und —oui'u;’ = rturt st der turbulente Schub-
spannungstensor, der vorerst nur formal und als Analogie zum molekularen Anteil definiert wird.

8.3 Empirischer Ansatz fiir die turbulente Schubspannung
Boussinesq-Annahme

Unter der Annahme, dafl die Schwankungsterme auf die zeitlich gemittelten Groflen der Grundstréomung
zuriickzufithren sind, kann der turbulente Schubspannungstensor unter Einfiihrung der turbulenten
Viskositdt vr analog zum Newtonschen Ansatz beschrieben werden:

— du

turb

T = —oui'u;’ = QVTd—y
vr ist im Gegensatz zur molekularen Viskositat p keine Stoffkonstante, sondern eine Funktion des
Stromungszustandes, die empirisch bestimmt werden mu#f.

Prandtlscher Mischungswegansatz

Ein moglicher Ansatz zur Bestimmung der turbulenten Viskositét und des turbulenten Schubspan-
nungstensor geht von einer turbulenten zweidimensionalen Grenzschicht in der z, y-Ebene aus, in der
eine mittlere Bewegung in z-Richtung vorliegt:

u=u(y)+u, v=1

Vi
yH— u(y+) \/
v u(y) \/
y-l u(y-1) \/

Ein Turbulenzelement legt im Mittel den Weg [ zuriick bevor es sich mit der Umgebung vermischt und
seine Individualitidt verliert. | wird als Prandtlscher Mischungsweg bezeichnet. In Anlehnung an die
Skizze kann die Untergeschwindigkeit im Niveau y + [ gegeniiber der Umgebung berechnet werden, sie
wird als Geschwindigkeitsschwankung im besagten Niveau aufgefasst:
Wy + 1) =) Ty +1) = 1 T
dy
y
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Aus der Kontinuitét ergibt sich fiir v’

Y

Fiir den turbulenten Schubspannungstensor ergibt sich damit

| d7

dy|dy

7_turb _

— 2
pay —ou'v' = gl

Die Abhéngigkeit vom Quadrat des Geschwindigkeitsgradienten weist auf signifikante Unterschiede zur
laminaren Strémung hin.

Die turbulente Viskositédt ergibt sich geméfl der Bestimmungsgleichung zu
du
=12 |=
vr dy

3

wobei der Mischungsweg [ weiterhin empirisch bestimmt werden muss.

8.4 Geschwindigkeitsverteilung in der turbulenten Grenzschicht

Die Grenzschicht wird modellhaft in drei Bereiche unterteilt:
e Wandbereich (viskose Unterschicht)

r=1w(x), TM> rturt
e Wandnaher Bereich (logarithmische Schicht)
T=Tw ($) , Tturb > 7_7nol

e Auflenbereich

= T(ZC,y) , 7_turb > 7_7nol

Zur Losung des Problems in den ersten beiden Bereichen wird ein dimensionsanalytischer Ansatz heran-
gezogen. Zur Normierung der Stromungsgeschwindigkeit wird die charakteristische ”Schubspannungs-
geschwindigkeit” u, benutzt

_ ol
Uy = ;
0

zur Normierung des Wandabstands das viskose Langenmass
Yr = — .
Ur
Auch die Reynolds-Zahl wird mit u, gebildet. Fiir die viskose Unterschicht ergibt sich die Geschwin-
digkeitsverteilung

u u
u+: _ Y

Uy v

)

dies gilt fiir

u
y+:ﬂ<5.
14

Die logarithmische Schicht, d.h. der Bereich

- 0
30 < 1Y <242
1% 1%
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weist die folgende Geschwindigkeitsverteilung auf
U 1 UrY
L——m () 1c.
o o4\ )T

Die additive Konstante C' ist abhéngig von der Wandrauhigkeit, in erster Ndherung kann C' = 5.0
angenommen werden.

30 Innenbereich |
< »
viskose Pufferschicht logarithmische
Unterschicht Schicht
20 |
u
u Y 50N y*t+5
u U,
T
10 |
Aussenbereich R
30
|
\ \ \ \
10 102 10° 10*
y+

Abbildung 8.2: Geschwindigkeitsverteilung in der turbulenten Grenzschicht

Im Auflenbereich kann die Geschwindigkeitsverteilung nur experimentell ermittelt werden, die Abhéngig-
keiten sind sehr komplex und nicht mehr allgemein herleitbar. Fiir das Gesamtprofil der beiden dusseren
Bereiche (d.h. logarithmische Schicht + Auflenbereich) gibt es Ansiitze zur Beschreibung, z.B.

u 1 UrY 2Il 5 /my
2= n(22) o B (5
Uy kn v +C’+ks1n 26

k~041, C~50, I~06, HH<@).
ox

Ein anderer empirischer Ansatz ist das %-Potenz-Gesetz

— 1
ORI

Die Grenzschichtdicke einer ebenen, turbulenten Plattengrenzschicht errechnet sich damit zu

5(x) ~ 0.37 zRe, % .
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8.5 Turbulente Rohrstréomung

Die Gleichungen fiir die turbulente Rohrstromung werden aus der entsprechenden RANS-Gleichung
o _190
dr r Or

hergeleitet. Der Schubspannungstensor 7 besteht wiederum aus einem molekularen und einem turbu-
lenten Anteil

(r7)

du

7_7nol + Tturb = p— — QW .
dr

T =
Zur Beschreibung des turbulenten Anteils wird der Ansatz der Wirbelviskositét herangezogen:

—u'v' = vp

dr

Zusitzlich wird die turbulente Viskositéat vt durch den Ansatz

R r?
I/T:k'u-,—'l, ZE<1§)

modelliert. Fiir die turbulente Stréomung in einem hydraulisch glatten Rohr ergibt sich die logarithmische
Geschwindigkeitsverteilung

U 1 urR 1 r?

(Anmerkung: Fir (R—7)/R < 1, ku,(R —r)/v > 1 ergibt sich aus dieser Gleichung wieder das
logarithmische Wandgesetz fiir Grenzschichten:

iﬁhn(M)w

Ur k v

Druckverlust

Der Druckverlust Ap in einem Rohr ist der Rohrlinge L proportional und wird geschrieben als
Ap ::Afigi_
0 D 2
D ist der Rohrdurchmesser und w ist die mittlere Strémungsgeschwindigkeit im Rohrquerschnitt, X ist

die Rohrreibungszahl. Bei laminarer Stromung, d.h. wenn Rep < Rep grit, gilt

64 _ 64

_ﬂ—D_RGD-

Im Falle turbulenter Stréomung mufl im Hinblick auf eine materialabhéingige, dquivalente “Rauhig-
keitshohe” ks unterschieden werden:

e Ein Rohr ist hydraulisch glatt, wenn die Rauhigkeit in der laminaren Unterschicht liegt

u-kg

<5.
v

In diesem Fall hat die Rauhigkeit keinen Einfluss auf die Rohrreibungszahl und es gilt:

A= A\(Rep) .
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e Ein Rohr ist sehr rauh, wenn gilt

uTkg

> 70 .
v

In diesem Bereich hat die Reynolds-Zahl keinen Einfluss auf die Rohrreibungszahl,

i (5)

e Im Zwischenbereich , d.h. fiir

urkg

5< <70

v

héngt die Rohrreibungszahl sowohl von der Reynolds-Zahl als auch von der Rauhigkeit ab:

k
AA(ReD,§S> .

Im allgemeinen muf} die Rohrreibungszahl im Bereich Rep i+ < Rep aus einer impliziten Gleichung
berechnet werden. Fiir hydraulisch glatte Rohre gilt:

% = 2.0 logyg (Rep . \/X) -038.

Im Bereich von Rep jrit < Rep < 105 kann alternativ eine explizite Beziehung verwendet werden:
N 0.3164

@]%eD ’
Zur Ermittlung der Rohrreibungszahl im Zwischenbereich glatt-rauh wird im allgemeinen das Moody-
Diagramm herangezogen. In diesem Bereich gilt die Niherungsformel von Colebrook-White:

1 2.51 ks>
— =-2.03 lo —F +0.27T—
VA B10 <R€D\/X D

Fiir hydraulisch rauhe Rohre gilt:

1 ks)
— =1.14-2lo —
\/X g10 <D

Die dquivalenten Rauhigkeiten fiir ausgewéhlte Materialien sind in der Tabelle 8.1 zusammengefafit.

Material ks
Beton 0.9...9mm
Holz 0.2...0.9 mm
Gufleisen 0.25 mm
Verzinktes Eisen 0.15 mm
Baustahl 0.059 mm
Gezogene Rohre 0.0015 mm

Tabelle 8.1: Rauhigkeiten fiir ausgewdhlte Materialien
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Bei nichtrunden Querschnitten wird der hydraulische Durchmesser Dy verwendet. Er berechnet sich
aus der Querschnittsfliche des Fluidstroms S und dem benetzten Umfang (ohne freie Oberflichen) U:

S
Dy =4+ .

Bei einem durchstromten kreisformigen Rohr ergibt sich gerade der Rohrdurchmesser.

8.6 Verlustbehaftete Bernoulli-Gleichung

Im Falle turbulenter Stromung kann die Bernoulli-Gleichung nicht direkt angewendet werden, anwend-
bar ist jedoch ein #&hnlicher Ausdruck

p1+ gﬂ12 + ogh1 = p2 + gﬂf + 0gh2 + Ap12 — Apeyt -

Hierbei wird die mittlere Geschwindigkeit aus dem Massenstrom 72 und dem durchstrémten Querschnitt
S berechnet

mn
oS’

Der Druckverlust Apio errechnet sich aus der Summe aller Verluste zwischen den Punkten 1 und 2.

=

Der letzte Term Ap.,: modelliert den méglichen Einflu einer Energiezufuhr (Ape,+ > 0) bzw. -abfuhr
(Apest < 0) durch Stromungsmaschinen wie Pumpen oder Turbinen.

Verluste durch turbulente Rohrreibung

Um den Beitrag der Rohrreibung zu erfassen, werden die Druckverluste mit dem oben erlduterten
Ansatz einbezogen:

Ap _ L@
o D2~

Verluste durch Einbauten und Maschinen
Durch einen allgemeinen Term

Ap ¢ >

o 27

werden Verluste durch Einbauten (Mefidiise, -blende), Querschnittsdnderungen, Einlaufeffekte, Umlen-
kungen, Ablosungen etc. beschrieben. Der Verlustkoeffizient ¢ hangt von der Geometrie ab.

Druckénderungen durch Stromungsmaschinen kénnen &hnlich beschrieben werden. Bei einer Pumpe
gilt

nN
App = — ,
V
fiir eine Turbine hingegen
N
ApT = ——.
n

N ist die Leistung der Maschine in Watt, n ihr Wirkungsgrad und V der Volumenstrom.
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Kapitel 9

Potentialstromungen

Es erweist sich als sinnvoll,,drehungsbehaftete* (rotw # 0) und ,,drehungsfreie (rot w = 0) Strémun-
gen zu unterscheiden und separat zu behandeln. Dabei bezeichnet u das Geschwindigkeitsfeld, und die
Rotation (Wirbelstéirke, vorticity) w := rotu charakterisiert die Drehung eines Fluidelements. Diese
Unterscheidung wird schon dadurch nahegelegt, dass man allgemein jedes Vektorfeld a additiv zerlegen
kann in einen drehungsfreien ,,Quellenanteil* V® und einen quellenfreien ,, Wirbelanteil* w,

a=V®+w mit divw =0,
also
diva = divV® = AP, rota =rotw .

(Helmholtz-Zerlegung von a). V& beschreibt den Quellenanteil des Vektorfelds ¢ und w seinen Dre-
hungsanteil. Die Zerlegung wird eindeutig durch die Spezifikation von Randbedingungen fiir ®. Dre-
hungsfreie Stromungsfelder u sind also mit Hilfe eines skalaren Potentials ® darstellbar, v = V®, und
werden deshalb auch als Potentialstroémungen oder ideale Strémungen bezeichnet. Sie werden in
diesem Kapitel behandelt, wihrend Kapitel 10 auf drehungsbehaftete Strémungen eingeht.

In vielen Féllen sind weite Bereiche eines realen Stromungsfeldes tatséchlich drehungsfrei, etwa bei
der Bewegung eines Korpers durch ein ruhendes Fluid, wo der drehungsbehaftete Stromungsbereich
auf die diinne Grenzschicht, Ablosegebiete und den Nachlauf begrenzt ist. Statt der drei Geschwindig-
keitskomponenten w;(z) wird dann nur noch das skalare Potential ®(x) benotigt, was die Beschreibung
enorm vereinfacht. Da die Potentiale inkompressibler Stromungen Losungen der Laplace-Gleichung
A = div(V®) = 0 sind und diese linear ist, kann man bekannte Losungen additiv iiberlagern und so
eine unbegrenzte Zahl weiterer Stromungen erzeugen (Superpositionsprinzip).

Die Losungen der Laplace-Gleichung sind mathematisch seit langem gut erforscht. Potentialstromun-
gen lassen sich recht weitgehend analytisch behandeln, ganz im Gegensatz zu realen, reibungs- und
drehungsbehafteten Stromungen, wo dies nur in seltenen Sonderfillen moglich ist. Potentialstromun-
gen waren deshalb, solange es noch keine leistungsfihigen Computer gab, von grosster Bedeutung fiir
die praktische Stromungsberechnung. Auch heute noch sind sie wichtig sowohl fiir das grundsétzliche
Versténdnis als auch fiir manche praktischen Anwendungen.

In realen Stromungen bewirkt die Viskositét eine Drehung w = rotu # 0 von Fluidteilchen, etwa — wie
schon bemerkt — in der Grenzschicht, in Ablésungsgebieten und im Nachlauf von umstrémten Korpern.
Die Grenzschicht kann stationér oder auch periodisch-instationér ablosen und so die Stromungseigen-
schaften grossrdumig radikal veréndern. Auch Turbulenz und Turbulenzentstehung sind ganz wesentlich
drehungsbehaftete Phanomene. Das idealisierte Modell der Potentialstromung wiirde hier vollig versa-
gen. Eine markante Aussage in diesem Zusammenhang ist das sogenannte d’Alembertsche Paradoxon:
In einer stationdren Potentialstromung erfihrt ein umstromter Korper iiberhaupt keinen Widerstand!
Dies steht natiirlich in v6lligem Widerspruch zur Erfahrung mit einer realen Stréomung. Wir werden
sehen, dass fiir den Auftrieb eines Korpers (d.h. die Kraft normal zur Anstromungsrichtung) die so-
genannte Zirkulation der Umstromung die entscheidende Rolle spielt. Wiederum kann die Entstehung
der Zirkulation im Rahmen der Potentialtheorie nicht erklirt, ihre Auswirkung jedoch einfach und zu-
treffend beschrieben werden. Es kommt also darauf an, Eigenschaften von Potentialstrémungen und die
Einschrinkungen ihrer Anwendungen zu kennen und sachgemiss zu beriicksichtigen.
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Potentialstromungen kénnen im allgemeinen Fall kompressibel, dreidimensional (3D) und zeitabhéngig
sein. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns jedoch auf inkompressible und weitgehend auf sta-
tionére ebene Potentialstromungen beschréanken.

Literaturhinweis zu diesem Kapitel: Kundu et al. [8], Kap. 7 und 15.

9.1 Grundbegriffe und Grundgleichungen
Notation

Geschwindigkeitsfeld in kartesischen Koordinaten

u (731 X X1
uz)=| v |=( w |, z=|y |[=]| 22 [,
w us z I3

Geschwindigkeitsfeld in Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten), angedeutet durch den Index p am
Vektorsymbol,

Uy T
u(z) = | wuep , oz=| 6
Uy z

p p

Wirbelstérke
Der Wirbelstidrkevektor w (englisch vorticity) ist definiert als die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes,
w=V X u=rotu.

In kartesischen bzw. Polarkoordinaten gilt also

w _ dv 10u. _ Oug
Wz gy oz Wr T o0 0z
= = 6_“‘ — 6_111 = = —671‘7‘ — —auz
W= Wy - oz ox - we oz or
v _ du 10rug  10u,
We ox oy We p r or r 00 p

Das Geschwindigkeitsfeld u einer (2D oder 3D) Potentialstromung ist definiert als der Gradient eines
Potentials P,

u=Vo.

Weil kot grad ® = 0 gilt, ist das Geschwindigkeitsfeld einer Potentialstromung stets drehungsfrei.

Zirkulation

Die Zirkulation I' des Geschwindigkeitsfeldes beziiglich einer geschlossenen Randkontur C' um eine
Fliche S mit Flichennormale n ist definiert als das Linienintegral der Geschwindigkeit entlang von C,
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wobei C'im positiven Sinn durchlaufen wird (Rechtsschraube mit n). Mit dem Satz von Stokes (gekenn-

zeichnet durch 2) ergibt sich (unter den nétigen Voraussetzungen) die Gleichheit mit dem Integral der
Wirbelstéirke w iiber die Fliche S,

T" kann als ,,Wirbelfluss“ durch die Fliche S bezeichnet werden, analog zum Volumenstrom

V:/g~@d5.
S

Potential fiir inkompressible Stromungen

Fiigt man u = V@ in die inkompressible Kontinuitétsgleichung divu = 0 ein, folgt wegen divV® = AP,
dass ® Losung der Laplace-Gleichung ist:

0*’d 9?0 9%®
Ad = dh. —+—+— =0.
0, Ox2 + Oy? + 022 0

Hieraus ergeben sich folgende Konsequenzen:

e Da die Laplace-Gleichung linear ist, gilt fiir Potentialstromungen das Superpositionsprinzip:
Potential, Stromfunktion und Geschwindigkeitsfeld einzelner Potentialstromungen kénnen additiv
zu einer neuen Potentialstromung iiberlagert werden. (Fiir den Druck p gilt dies nicht, siehe
nachfolgenden Abschnitt.)

e Die Laplace-Gleichung ist nicht zeitabhéngig. Instationdre Stromungen koénnen wie eine Abfolge
von stationdren Stromungen behandelt werden. N&heres dazu in Kapitel 9.6.

e Die mathematischen Eigenschaften der Losungen der Laplace-Gleichung sind sehr gut bekannt
(harmonische Funktionen). Im 2D Fall besteht ein enger Zusammenhang mit reguléren Funktionen
im Komplexen, der zur Beschreibung ebener Potentialstromungen vorteilhaft ausgenutzt wird. (s.
9.2).

e Eindeutigkeit der Losung der Laplace-Gleichung: Falls das betrachtete Strémungsgebiet G einfach
zusammenhdngend ist (d.h. jede geschlossene Kurve in G stetig auf einen Punkt zusammengezogen
werden kann), machen die folgenden Randbedingungen auf dem Rand 9G die Losung ¢ eindeutig:

— ®|se gegeben: Dirichlet-Randbedingung, oder
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— Normalenableitung 2—3 =n-V®|se gegeben, n = dusserer Normalenvektor zum begrenzen-
den Rand OG: Neumann-Randbedingung. Diese entspricht der physikalisch sinnvollen
Vorgabe der Normalkomponente der Geschwindigkeit n - u. Die Losung @ ist in diesem Fall
bis auf eine additive Konstante bestimmt, deren Wert belanglos ist und willkiirlich festgelegt
werden kann.

¢ Randbedingung an festen Wanden: Die Wand wird nicht durchstréomt, sondern die Geschwindig-
keit ist parallel zum Rand,

g—i =n-Uy, Uy = Geschwindigkeit der Wand

Folgerung: Die Wandkontur ist bei ebenen Potentialstromungen (allgemeiner: bei reibungsfreien
Stromungen) stets eine Stromlinie, bei riumlichen Strémungen eine Stromfliche. Ebenso gilt: Jede
Stromlinie bzw. Stromfldche in einer Potentialstrémung kann als Berandung eines Korper aufge-
fasst werden! Mittels Superposition bekannter Losungen lassen sich so sehr vielféltige Stromungen
um Korper oder durch Stromungskanéle darstellen. Im allgemeinen ist die Haftbedingung an der
Wand nicht auch noch erfiillbar: Die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit verschwindet
nicht, das Fluid gleitet entlang der Wand.

¢ Randbedingung ,,im Unendlichen®, etwa weit weg von einem umstrémten Korper in einer Paral-
lelstrémung u ., : V® = u,z — 00

Bernoulli-Gleichung fiir Potentialstrémungen

Aus der Impulserhaltung fiir inkompressible, instationéire Potentialstromungen (u = V&, & = &(z, t),
rotu = 0, divu = 0, ¢ = const) mit konservativen dusseren Kréften f = —VU ergibt sich die Bernoulli-
Gleichung fiir Potentialstromungen:

%_f + %(V@)Q +P 4= B(t) , (Bernoulli, Potentialstrémung)
0

wobei die Bernoulli-Konstante B(t) eine beliebige Zeitfunktion ist. Die Gleichung koppelt den Druck mit
dem Geschwindigkeitsfeld bzw. mit dem Potential. Der Zusammenhang ist dabei nichtlinear: wahrend
Geschwindigkeit und Potential superponierbar sind, gilt dies nicht fiir die Druckanteile!

Dieser ,Satz von Bernoulli fiir rotationsfreie Stromungen® gilt mit derselben Bernoulli-Konstanten
im gesamten rotationsfreien Feld. Im allgemeinen Fall (,allgemeiner Satz von Bernoulli“) hingegen
variiert die Bernoulli-Konstante B von Stromlinie zu Stromlinie (s. Tabelle 9.1). Das bedeutet fiir
Potentialstromungen: ist der Druck in einem beliebigen Punkt des Stromungsfeldes bekannt, ldsst er
sich fiir das gesamte Feld berechnen, falls ® (und damit %—%’ und u = V®) und das Kriftepotential U
bekannt sind.

Fiir den stationdren Fall ¢ = ¢(x) gilt dann (mit den Grossen pg, ug, Up in einem Referenzpunkt):

p(x) =po + g(gg —u?(z)) + o(Up — U(2)) (Bernoulli, stationéire Potentialstrémung)

(vel. Kap. 5.2.4.2, Bernoulli-Gleichung).
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»allgemeiner Satz von Bernoulli“ ,Bernoulli fiir drehungsfreie Stromung*

gilt entlang einer Stromlinie gilt im gesamten Feld

(Bernoulli-Konstante i.a. verschieden fiir | (Bernoulli-Konstante ist im gesamten

unterschiedliche Stromlinien) Feld konstant)

gilt auch fiir wirbelbehaftete Stromungen | gilt nur wenn rotu = 0

nur reibungsfrei reibungsfreie oder reibungsbehaftete Newtonsche Fluide

Tabelle 9.1: Allgemeiner und spezieller Satz von Bernoulli

Druckbeiwert, Staupunkt

Zur dimensionslosen Darstellung der Druckverteilung bei einer Anstromung aus dem Unendlichen mit
der Geschwindigkeit uo, wird oft der Druckbeiwert c, verwendet. Dabei wird der Druck mit dem
Staudruck der Anstromung dimensionslos gemacht:

plz) —p lu(z)|?
cp(z) = 3700 =1-=7
o0 o0

Die Gleichheit folgt aus der Bernoulli-Gleichung. Der Druckbeiwert steigt vom Wert 0 im Unendlichen
auf seinen Maximalwert 1 im Staupunkt z, eines umstromten Korpers an. Ein Staupunkt z, ist durch
verschwindende Geschwindigkeit definiert, u(z,) = 0. Somit wird die Geschwindigkeit von us, im Un-
endlichen auf u(z,) = 0 im Staupunkt verzoégert und steigt stromab davon wieder rasch an, womit der
Druckbeiwert abnimmt und — je nach Koérperform — schnell negative Werte annimmt.

9.2 Ebene, inkompressible Potentialstromungen

Stromfunktion und Stromlinien

Es seien einige Eigenschaften allgemeiner ebener inkompressibler Stromungen rekapituliert, zunéchst
ohne Spezialisierung auf eine Potentialstromung. Das Geschwindigkeitsfeld u einer inkompressiblen
Stromung kann als Rotation einer vektoriellen Stromfunktion ¥ geschrieben werden,

u=rot W.

Die Stromfunktion hat fiir den Fall einer ebenen Strémung nur eine z-Komponente, ¥ = (0,0, ¥,)? mit
U, = U(z,y) (siehe dazu auch Abschnitt 4.6). Das Geschwindigkeitsfeld u ergibt sich damit zu

bzw. in Polarkoordinaten zu

" 109
— T _ r 00
ﬂ<u) “\low | -
0/ p or p
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Das so definierte Geschwindigkeitsfeld u erfiillt die (inkompressible) Kontinuitétsgleichung automatisch,
da divrot ¥ = 0.
In einer ebenen Stromung werden die Stromlinien (Linien mit konstantem Wert der Stromfunktion,
auf denen also gilt: ¥(z,y) = const) durch folgende Gleichung beschrieben (siehe dazu auch Abschnitt
4.5):

dy v dz dy

— =— bzw. — = —

dr w U v
Da Stromlinien zugleich auch Integralkurven des Geschwindigkeitsfeldes sind, verschwindet die zu ihnen
normale Geschwindigkeitskomponente. Sie konnen deshalb stets auch als Berandung des Stromungsfel-
des aufgefasst werden.
Fiir eine Staustromlinie, d.h. eine Stromlinie durch einen Staupunkt z, gilt ¥(z,y) = ¥(z,) (und
nicht etwa ¥ = 0)! An einem umstrémten Korper teilt sich die Staustromlinie im vorderen Staupunkt
und beschreibt so die Kérperkontur.
Der Volumenstrom V durch einen von zwei Stromflichen (d.h. durch Stromlinien gebildeten Fliichen)
begrenzten Bereich der Breite b (in Richtung z normal zur Stromungsebene) entspricht gerade der Dif-
ferenz der beiden Stromfunktionswerte (Abb. 9.1). Besitzt die Stromfunktion Singularitéten, ist der
Volumenstrom jedoch nicht mehr unabhéngig vom Integrationsweg. Je nach dem auf welcher Seite
des Integrationsweges die Singularitéit liegt, &ndert sich das Ergebnis. Die Richtung des Flusses ergibt
sich dabei durch Betrachtung der Geschwindigkeitskomponenten u = %—'I’ und v = —%—f. Sieht man
in Richtung des Geschwindigkeitsvektors u, zeigt VU jeweils nach links bzw. Stromlinien mit héheren
Stromfunktionswerten liegen auf der linken Seite.

Stromlinie

. Vs
vu:b/ AW = bWy — 1)
Wy

Abbildung 9.1: Volumenstrom durch einen von zwei Stromflichen begrenzten Bereich

Ebene Potentialstromung

Im folgenden betrachten wir nun eine ebene (2D) Potentialstréomung in der (z,y)-Ebene. Sie ist
gegeben durch

ok} 2 2
(Y=o _o2 oe
(- (%), po= 22 00

ok 2 2
U o 0°®d 109 1 0“®
= = r ANO=E——F+——+—=—=0.
“ <u9> (la_<1>> ’ b o v ar T o 0
p T 00 p
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Die Wirbelstéirke einer ebenen Stromung besitzt nur eine z-Komponente

oo Qv _Qu 0 [ 0%\ 0 [0%) .
0 Oy Ox ox oy \ oy ) ’

welche in einer Potentialstromung verschwindet. Daraus folgt, dass auch ¥ die Laplace-Gleichung erfiillt:
AU =0.

Wegen der Linearitédt der Laplace-Gleichung sind €inzelne Lésungen fiir ¥, analog zum Potential @,
superponierbar.

Potentiallinien und ihre Beziehung zu den Stromlinien

In einer ebenen Potentialstromung gilt auf Potentiallinien (d.h. Linien mit ®(z,y) = const)
d® = (0®/0x)dx + (0P /9y)dy =0

und somit die Differentialgleichung

dy _ v
dz v
Daher gilt
0P 0¥V 00 oV
P V¥V=——+—— =— =
\ACEAY 6m0$+0y8y uv +vu =0,

was bedeutet, dass die Gradienten von ® und ¥ aufeinander senkrecht stehen. Da aber Isolinie und
Gradient einer Funktion stets zueinander senkrecht sind, bilden die Stromlinien ¥ = const des Ge-
schwindigkeitsfelds mit den Potentiallinien ® = const ein Netz von orthogonalen Kurvenscharen (Abb.
9.2). Weiter gelten die Bezichungen |u| = |[V®| = |V¥| und V& = —¢, x V. Der enge Zusammen-
hang zwischen Potential ® und Stromfunktion ¥ wird durch die im folgenden Abschnitt eingefiihrte
komplexe Darstellung noch besser verstéandlich.

Abbildung 9.2: Stromlinien ¥ = const. und Potentiallinien ® = const. bilden ein orthogonales Kurvennetz
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Komplexe Darstellung

Die Darstellung ebener Potentialstromungen mittels komplexer Zahlen und Funktionen ermdoglicht eine
kompakte und elegante Beschreibung und Herleitung ihrer Eigenschaften. Sie wird ferner fiir die Be-
rechnung von Strémungen (z.B. um Profile) mit Hilfe der Methode der konformen Abbildung benétigt
(siehe 9.5).

Nach der Funktionentheorie (= Analysis komplexwertiger Funktionen einer komplexen Variablen)
erfiillen Realteil F, und Imaginérteil F; einer regulidren (d.h. im Komplexen differenzierbaren), kom-
plexwertigen Funktion F' = F,. +iF; die Laplace-Gleichung (siche Anhang C.2). Damit kénnen ® = F,
und ¥ = F; als Potential- und Stromfunktion einer ebenen inkompressiblen Potentialstromung mit dem
komplexen Potential F(z) aufgefasst werden:

F(z) = ®(z,y) +1¥(z,y) , z=z+iyeC; z,y,9,®clR.

Jede regulidre komplexe Funktion F(z) beschreibt also sowohl die Potential- als auch die Stromfunk-
tion einer Potentialstromung. Ebenso wird mit dieser Beziehung das komplexe Potential F'(z) einer
gegebenen Potentialstromung definiert.

(Bemerkung: Die iibliche Bezeichnung z = x + iy fiir die unabhingige Variable in der komplexen Ebene
ist nicht zu verwechseln mit der dritten kartesischen Koordinate z normal zur (z,y)—Ebene.)

Die komplexe Geschwindigkeit w(z) ist definiert als komplexe Ableitung (Anhang C.2) von F(z)
nach z:

dr
w(z) == T

Fiir den Zusammenhang mit den Geschwindigkeitskomponenten in kartesischen bzw. Polarkoordinaten
erhilt man durch Differentiation in z—Richtung bzw. in radialer Richtung r (s. C.2)

w(z) =u—iv = (u, —iug)e™ .

Analog zum Reellen ist die komplexe Zirkulation I'¢ fiir eine geschlossene Kontur C' in der komplexen
Ebene definiert als Linienintegral (im positiven Umlaufsinn) tiber die komplexe Geschwindigkeit w. Es
gilt

I'c ::7{wdz:%(u—iv)(deridy):%gdg—ki% dV =T'¢ +iQc¢,
c C C C
wobei

FC::%g~dg:7{V¢)~d£:7{d¢)
C C C

die bereits definierte Zirkulation (im Reellen) und

Qc ::%g~ﬂds:f(udy—vdx):%V\I%dg:/d\I/
C C c c

die Quellstirke des Stromungsfeldes u(z) beziiglich der Kontur C (d.h. der Volumenstrom durch die
Randkontur) bedeuten. Die Zirkulation I'c verschwindet dann nicht, wenn innerhalb der Kontur C
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Singularitdten liegen, bei denen das Potential ® mehrdeutig ist, d.h. nach einem Umlauf nicht wieder
denselben Wert erreicht. Dies ist fiir den nachfolgend behandelten Potentialwirbel der Fall. Analog
verschwindet die Quellstirke Q¢ nicht, wenn ¥ Singularitéten besitzt und mehrdeutig ist, was fiir
die ebenfalls zu behandelnde Linienquelle zutrifft. Unter den Voraussetzungen des Gauss’schen Satzes

(gekennzeichnet durch g, keine Singularitéten im Integrationsgebiet) gilt fiir die Quellstiirke

Qc:}{g-ﬂdsg/divgdS,
(@] s

wobei C' die Fliache S umschliesst. Damit wird bestétigt, dass in einer singularitdtenfreien inkompres-
siblen Stromung wegen divu = 0 die Quellstirke stets verschwindet. Analog verschwindet in einer
singularitéitenfreien Potentialstromung nach dem Stokesschen Satz die Zirkulation I'c.

9.3 Elementarlosungen, Transformationen und Uberlagerungen

Wegen der Linearitéit der Laplace-Gleichung lassen sich ihre Losungen und damit die Potentiale, Strom-
funktionen und Geschwindigkeitsfelder superponieren. Oft werden Stromungsfelder durch geschickte
Kombination bekannter Elementarlosungen der Laplace-Gleichung aufgebaut. Es sei daran erinnert,
dass in einer reibungsfreien Stromung jede Stromlinie auch als eine feste Berandung aufgefasst werden
kann, an der die Stromung entlanggleitet. Besonders naheliegend ist das fiir die sich im Staupunkt
verzweigende Staustromline, die so die Kontur eines umstromten Korpers beschreibt.

Die nachfolgend aufgefiihrten Beispiele beschreiben ebene Potentialstromungen in der (z,y)-Ebene,
die aus einem analytisch gegebenen komplexen Potential F(z) abgeleitet werden. Die verwendeten
Variablen sind am einfachsten als dimensionslose Grossen zu verstehen. Bekannte Elementarlosungen
wie Quellen/Senken, Wirbel oder Dipole besitzen Singularitéiten in einzelnen Punkten (weshalb diese
Losungen auch als ,, Standard-Singularititen bezeichnet werden) und sind sonst iiberall reguldr. Die
Singularitdten liegen oft im Inneren eines umstromten Korpers und storen dann nicht weiter. Eine
Zusammenstellung hiufig benutzter Singularititen und Uberlagerungen befindet sich im Anhang D.

Parallelstromung;:
F(2) = (oo — W0)2, W(2) = Uoo — Woo, U= 1lUs, U=1Us

Die Komponenten der Geschwindigkeit uo, und vy, sind in der ganzen Ebene konstant. Sie be-
schreiben die parallele Anstromung eines Korpers ,aus dem Unendlichen®, entsprechend der ge-
radlinigen Bewegung eines Korpers durch ein ruhendes Medium mit konstanter Geschwindigkeit.
Die Parallelstromung ist iibrigens die einzige Potentialstrémung, die in der ganzen Ebene singula-
ritdtenfrei ist und somit tiberall endlich bleibt. In allen anderen Fillen wird die Geschwindigkeit
irgendwo (und sei es im Unendlichen) unendlich.

Quelle/Senke (genauer: Linienquelle/-senke) im Punkt z = 0:

Q Q

F(z):glnz (Q € R), w(z):%, uT:%,

=0
21 e

Diese im Ursprung z = 0 gelegene Singularitét ,,produziert* oder ,,vernichtet* Fluid, je nach dem
Vorzeichen von @: Quelle @ > 0, Senke @ < 0. Die Normierung mit dem Vorfaktor ist gerade so
gewihlt, dass die Quellstirke Q¢ = @ ist. Dies gilt fiir jede die Singularitdt umschliessende Kontur
C. Q = V /b ist der Volumenstrom pro Tiefeneinheit b (in Richtung normal zur (z,y)—Ebene)
durch eine die Singularitdt umschliessende Kontur C'. Ausserhalb der Singularitét ist die Stromung
quellenfrei, divu = 0. Die Strémung verlduft entsprechend radial von der Singularitéit weg oder
in sie hinein. Die Stromlinien sind Halbgeraden aus dem Ursprung und die Potentiallinien sind
konzentrische Kreise um z = 0. An der Stelle der Singularitét wird die Geschwindigkeit unendlich.
Bemerkung: Die Linienquelle ist nicht zu verwechseln mit einer Punktquelle im dreidimensionalen
Raum, die eine kugelsymmetrische Stréomung erzeugt.
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Ty I'z

u=—

2m(z? + y?) v 2n(z? + y?)
Potentialwirbel (Linienwirbel) im Punkt z = 0: Y Y

il il r

F(z) = 5 Inz (TeR), w(z)= 9y’ Ur= 0, wp= -

Das Fluid rotiert um das gemeinsame Zentrum in z = 0 mit einer zum Abstand umgekehrt propor-
tionalen Geschwindigkeit. Ausserhalb des Zentrums ist die Wirbelstéirke w = rotV® = 0. Damit
verschwindet dort auch die Drehung jedes einzelnen Fluidteilchens und die bei Potentialstromun-
gen vorausgesetzte Drehungsfreiheit wird nicht verletzt. Im Zentrum wird die Wirbelstérke des
Potentialwirbels unendlich. Mit der gewahlten Normierung gilt fiir die Zirkulation des Geschwin-
digkeitsfeldes I'c = T fiir jede geschlossene Kontur C, welche die Singularitdt umschliesst. Die
positive Drehrichtung I' > 0 ist im Gegenuhrzeigersinn vereinbart. In der komplexen Darstellung
erkennt man die enge Verwandtschaft zwischen Quelle und Wirbel: Thre komplexen Potentiale und
Geschwindigkeiten unterscheiden sich nur durch eine Drehung um 7/2 in der komplexen Ebene
(Faktor i = e'™/2 in F(z)). Stromfunktion und Potential, und damit Stromlinien und Potentialli-
nien, vertauschen dadurch ihre Rollen.

Dipol im Punkt z = 0:

m m
F(z) = — € R), ==, =m-e,
(2) . (m ),  w(z) e m=m-e
Ein Dipol entsteht, indem man z.B. auf der z—Achse in x = —¢ < 0 eine Quelle und in x = ¢

eine Senke identischer Stérke |@Q| platziert, den Abstand e gegen Null streben lidsst und dabei das
Produkt von € und Q(e) konstant hilt (anderenfalls resultiert gegenseitige Ausloschung):

m bzw. m = m - ¢, wird als Dipolmoment bezeichnet. Wir vereinbaren die Richtung e,, des
Dipols willkiirlich als Richtung der Stromlinien auf der Senkrechten (hier die y-Achse) zur Sym-
metrieachse (hier die z-Achse). Die Symmetrieachse wird bei dieser Anordnung als Dipolachse
bezeichnet. Die Stromlinien sind Kreise mit gemeinsamer Tangente an die Symmetrieachse im
Dipol. Der Dipol ist bedeutsam fiir die Behandlung eines umstrémten Kreiszylinders (s. S. 69).
Alternativ kann man diesen Dipol auch durch den Grenziibergang von zwei gegensinnigen, auf
der y—Achse in y = +¢ platzierten Linienwirbeln erhalten. Analog wie der Dipol lisst sich ein
Quadrupol konstruieren durch einen Grenziibergang von zwei sich annéhernden Dipolen.

Y

i

Keilstromung:

Fz)=C-2", C,nreell, n>1/20BdA. C>0
® =Cr"cosnf, ¥ =Cr"sinnd,

w(z) = Cnz""t = Cnr"lemfe=1

up = Cnr™ 1 cos nb,ug = —Cnr™ ! sinnb

Juf = w| = Cnr !

Dieses Potential beschreibt die Strémung in einem keilfsrmigen Winkelraum bzw. um eine Ecke
mit dem Offnungswinkel & = 7/n, s. Abb. 9.3 und 9.4. Der einzige Staupunkt liegt fiir n > 1
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bei r = 0, Staustromlinien sind die Linien § = 0,1 - 7/n, Il € Z. In dem anschliessenden Win-
kelraum a < 6 < 2a wechselt ugp das Vorzeichen. Das Stromungsbild wiederholt sich dann in
Umfangsrichtung 6 periodisch mit Periode 2a = 27 /n. Durch geeignete Wahl von n sind zahlrei-
che verschiedene Potentialstromungen darstellbar. Einige Beispiele:

n>1: Stromung im Winkelraum 0 < 0 < o = E,
n
n=2: a = 7/2, ebene Staupunktstrémung, |u| = 2Cr, u = 2Cxz, v = —2Cy
n=1: «a = m, Parallelstromung u = e :=C, v =0
1
1>n> 3" Umstromung einer konvexen Ecke, 7 < a < 27, Abb. 9.4

Die Geschwindigkeit an der Ecke wird unendlich:
lu| = C -n/r' ™™ — oo fiir r — 0,
und damit ebenso der Druck:

D= Poo — g|g|2 — —oo fiir 7 — 0: unendliche “Saugspitze”
n=—: a = 27, Umstrémung der Kante einer diinnen Platte, |u| = C/(2/T) .

Die Singularitdt fiir @ > 7 ist natiirlich physikalisch unrealistisch, die unendlich scharfe Kan-
te wird in einer realen Stromung durch Reibungseinfluss effektiv abgerundet (Haftbedingung,
Grenzschichtbildung und Ablésung).

-

Uoo

F=Cz

Abbildung 9.3: Keilstromung mit F(z) = C - 2" in einem konkaven Winkelraum mit « = ©/n, n > 1.
— Stromlinien, - - - Potentiallinien. Grenzfall n = 1: Parallelstrémung.
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F=Cx° F =023 F : C21/2

Abbildung 9.4: Umstromung einer konvexen Ecke, m < a < 2w bzw 1 > n > 1/2. — Stromlinien,
- - - Potentiallinien. An der Ecke werden Druck und Geschwindigkeit unendlich.

Translation von Elementarlésungen, Drehung

Die Standardsingularititen konnen in der komplexen Ebene beliebig verschoben werden. Liegt die
Singularitdt von F(z) in z = 0 und sie soll nach ¢ = a + ib verschoben werden, so wird dies durch

Fi(z) = F(z-(

= Flz—a+i(y—0))
erreicht, Abbildung 9.5.

0 =X

Abbildung 9.5: Zur Translation von Elementarlosungen

In &dhnlicher Weise 14sst sich die durch F(z) gegebene Potentialstromung in der (z,y)—Ebene drehen:
Fy(z) := F(e7@. )

beschreibt die im Ursprung um den Winkel « gedrehte Stromung.
Allgemeinere, auch nichtlineare Transformationen einer gegebenen Potentialstromung sind mittels kon-
former Abbildungen moglich (s. Kapitel 9.5).

Wandbedingung, Spiegelung

An einer (ruhenden) Wand muss gelten: u - n = 0, d.h. die Normalkomponente der Geschwindigkeit
verschwindet. Dies ist aber auch in einer Symmetrieebene des Geschwindigkeitsfeldes der Fall. Um
den Einfluss einer ebenen Wand in einer Potentialstromung zu beschreiben, miissen die Singularitdten
so ,,gespiegelt“ werden, dass die Wand zur Symmetrieebene wird. Die Tangentialkomponente der Ge-
schwindigkeit an der Wand verschwindet jedoch nicht. Alle gespiegelten Singularitdten miissen fiir die
Berechnung des Stromungsfeldes genauso beriicksichtigt werden wie die urspriinglich vorhandenen. Die
Wand existiert im potentialtheoretischen Modell nur als die Stromlinie in der Symmetrieebene.
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Beispiel: Ein ,, Wirbel vor einer Wand“ wird potentialtheoretisch dargestellt durch den gegebenen Wir-
bel plus einen an der Wandebene gespiegelten , virtuellen® Wirbel, Abb. 9.6. Beide Wirbel ,,induzieren*
Geschwindigkeitsbeitrége in jedem Punkt der Stromungsebene. In der Symmetrieebene heben sich die
Normalkomponenten auf, die Tangentialkomponenten addieren sich. Liegen mehrere Wéande vor, so sind
entsprechend mehrere (ggf. unendlich viele) Spiegelungen vorzunehmen.

° o ‘»

Abbildung 9.6: Spiegelungsprinzip: potentialtheoretisches Modell fiir einen Wirbel vor einer Wand

Fixierte und bewegliche Singularititen

Wir betrachten Potentialstromungen, die durch einzelne - oder eine Uberlagerung mehrerer - Ele-
mentarlosungen beschrieben werden. Meistens fasst man dabei die Positionen der Singularitédten als
zeitlich unverénderlich auf (fixierte Singularititen). Alternativ dazu kann man diese Positionen auch in
verschiedener Weise zeitlich verdndern. Damit erhilt man eine zeitliche Abfolge von stationéren Poten-
tialstromungen entsprechend der jeweiligen Momentankonfiguration. Insbesondere kann man fordern,
dass sich die Position jeder Singularitét entsprechend dem von allen anderen Singularitéten erzeug-
ten (,induzierten“) Geschwindigkeitsfeld wie ein Fluidpartikel mitbewegt (,,mitschwimmende* Singula-
ritéiten). Die zeitlich veriinderliche Konfiguration der Singularitéiten erzeugt so ein zeitlich verénderliches
Stromungsfeld.

Beispiel: Wir betrachten einen beweglichen Wirbel vor einer Wand (vgl. Abb. 9.6). Jeder der beiden
Wirbel induziert auch eine Geschwindigkeit an der Position des jeweils anderen (nicht aber auf sich
selbst). Stellt man sich die Wirbel als im Strémungsfeld frei beweglich vor, so wandern sie also in
diesem Beispiel parallel zur Wand (entgegen einer gedachten ,, Abrollrichtung®) mit der Geschwindigkeit
I'/(4 © dw), wobel dy der Wandabstand des Wirbels ist.



68

9 Potentialstrémungen

Einfache Uberlagerungen

Parallelstromung + Quelle:

Q

Q
F = Uoo \ 5 = Uo
(2) = uooz + nz, w(z)=ue+ 5>

27
Durch diese Uberlagerung entsteht — wenn man die sich im Staupunkt verzweigende Staustrom-
linie als feste Wand auffasst — das Stromungsfeld um einen halbunendlichen Kérper (Abbildung
9.7). Die Quelle verdriingt die Stromlinien der ankommenden Parallelstromung. Die Breite des
Korpers (Abstand der im Staupunkt (z4,ys) = (—Q/(27uc ), 0) verzweigten Stromlinien) strebt
gegen @Q/us fiir  — 0o, wie eine Bilanz des Volumenstroms ergibt.

?2:
z
S X
Q>0
é

=
I

A

Abbildung 9.7: Potentialtheoretisches Modell der Umstromung eines Halbkorpers

Parallelstromung + Quelle + Senke:

Wird in der Parallelstromung eine Senke stromabwérts von der Quelle platziert und sind Quellen-
und Senkenstirke betraglich gleich gross, fliesst durch die Senke alles aus der Quelle kommende
Fluid innerhalb des von der Staustromlinie umschlossenen Gebiets wieder ab. Dadurch bildet die
Staustromlinie eine geschlossene, zur z— und y— Achse symmetrische Kontur. Diese Kombination
beschreibt also die Umstrémung eines endlichen geschlossenen, ovalen Kérpers (sogenannte Ogive,
siehe Abbildung 9.8).

y

\

B\

=

)
Y

=

8
A4
/\

|

Abbildung 9.8: Umstrémung eines geschlossenen Kérpers (Ogive)
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Kreiszylinder-Umstrémung:
2 2
_ o _ o
F(2) = uso <z+?) , w(z) = U <1;>
Ein sehr wichtiges Beispiel ist die Umstromung eines Kreiszylinders. Man erhilt sie durch
Uberlagerung einer Parallelstromung 1., > 0 mit einem Dipol mit geeignet gewéhltem Moment

m > 0. Es ergibt sich die Stromung um einen Kreiszylinder mit Radius rg = \/m/us (Abbildung
9.9):

Abbildung 9.9: Zylinderumstromung

Potential und Stromfunktion lauten in Polarkoordinaten

r2
D = U (r—i——O)cosG,
r

2
U = U (r—r—o)sine;
r

die Geschwindigkeiten

0P 2
Uy = uoo(lr—g)cosﬁ,

T or r
109 AN
ug—;%——uw (1+T—2)sm9.

Auf der Zylinderwand r = r¢ ist also u,, = 0 und
Ug,w = —2Uso SiN G,

so dass die maximale Geschwindigkeit
U] max = 2Uoo

am ,,Dickenmaximum® 6 = 7/2, 37 /2 erreicht wird. Dort wird die Stromung also auf die doppelte
Anstromgeschwindigkeit beschleunigt. Entfernt man sich vom Zylinder, so nimmt die durch ihn
verursachte Storung der Parallelstromung mit 1/72 ab. Die beiden Staupunkte liegen bei r = rq,
0 =0und r = rg, 8 = w. Fiir die Druckverteilung auf der Wand erhélt man nach Bernoulli

Puw(0) = poo + g (a2, = [y [?) = poo + 20, (1 - 4sin?6) |
also ¢, = 1—4sin? §, eine zur y—Achse (§ = 7/2) (und natiirlich auch zur z—Achse) symmetrische

Verteilung.

Die Druckverteilung in einer realen, reibungsbehafteten Stromung weicht davon erheblich ab, da
die Strémung in der N#he des Dickenmaximums ablést und der Druck nicht mehr auf den Wert
am vorderen Staupunkt ansteigt.
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Kreiszylinder-Umstrémung mit Zirkulation:
r3 i r3 i
F(z)=ts 24+ 2 ) — —1 =us [1— 2 —
(z) =u (z p, > 5 B2, w(z) =u < 22> 5r

Durch die zusétzliche Uberlagerung eines Wirbels im Mittelpunkt des Zylinders wird eine Stromung
mit Zirkulation I' erzeugt. Die Strémung ist nicht mehr symmetrisch beziiglich der z—Achse (je-
doch weiterhin symmetrisch zur y—Achse), s. Abb. 9.10. Fiir die Geschwindigkeitskomponenten
ergibt sich

-2
Uy, = uoo(l——g)cose
r

2
T . I

= — 14+ — 0+ — .
Ug uoo( TQ)SIH 5

wr

Zur Berechnung der Lage der Staupunkte werden die Komponenten der Geschwindigkeit zu null
gesetzt. Fiir die Wahl I' < 0 (Wirbel im Uhrzeigersinn) ergeben sich zwei Situationen (I' > 0
analog):

a)

Abbildung 9.10: Zylinderstromung mit a) geringer und b) starker Zirkulation T, (I' < 0).

a) |I'| < 47rous : Die beiden Staupunkte liegen auf der Zylinderoberfliche r = 79 bei den
beiden Winkeln 6 = 60, mit sinfy = I'/(47rous), Abbildung 9.10 a). Im Grenzfall T' =
—4mroue (0s = 3m/2) fallen sie zusammen.

b) |T'| > 47roues : Der Staupunkt ist von der Oberfliche in die freie Stromung weggewandert,
Abbildung 9.10 b), und liegt nun bei

s = 3n/2 (ausu, =0 fiir cosf; =0),
1
Tsip = {—F +I2% - (47r7’0uoo)2} €R (aus up =0 fiir 0 = 37/2)

(der zweite Staupunkt liegt innerhalb des Zylinders und ist fiir die Umstrémung bedeutungs-
los).
Fiir die Druckverteilung auf der Zylinderoberfliche erhélt man nach Bernoulli

r \?2
u?, — (—QUOO sinf + ) ]
27ry

Die unterschiedliche Druckverteilung auf der Ober- und Unterseite des Zylinders (fir I' < 0
ist p,, unten grosser als oben) bewirkt eine Auftriebskraft F, auf den Zylinder, die man
durch Integration der y—Komponente der Druckkraft erhélt. Fiir einen Zylinderabschnitt
der Lange b in z—Richtung ergibt sich

0
pw(e) = Poo + 5

2m 2m
F, = / (—pw(0)) - sin b - (brod) = —bro/ Pw(6) sin 0d6 |
0 0
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nach Einsetzen von p,,(6)

F,=-T ous-b (Auftriebsformel von Kutta-Joukowsky) .

Der Auftrieb ist proportional zur Zirkulation I'; zur Fluiddichte o und zur Anstrémgeschwin-
digkeit usob Dagegen verschwindet der Widerstand F), offensichtlich allein schon wegen der
Symmetrie der Druckverteilung zur y—Achse (d’Alembertsches Paradoxon).

Axialsymmetrische Potentialstrémung:

Zum Abschluss unserer Ubersicht iiber ebene Potentialstromungen sei darauf hingewiesen, dass
sich azialsymmetrische Potentialstromungen in dhnlicher Weise analytisch behandeln lassen. Al-
lerdings existiert hier keine komplexe Darstellung wie im ebenen Fall. Beispiele sind die Punkt-
quelle im Raum und der axialsymmetrische Dipol. Wird der letztere mit einer Parallelstromung
iiberlagert, so erhédlt man die analytische Darstellung der Potentialstromung um eine Kugel, siehe
Kundu et al. [8] (Kap. 7.7) und Panton [14] (Kap. 19).

9.4 Krifte auf umstromte Korper

Das fiir die Kreiszylinder-Umstromung erhaltene Ergebnis fiir die Kréfte lédsst sich verallgemeinern. Da
in einer Potentialstromung keine Tangentialkréfte, sondern nur Normalkréifte wirken, wird die Kraft F
auf einen umstromten Korper durch das Integral der Druckverteilung iiber seine Oberfliche S (bzw. im
Fall der ebenen Stromung iiber die Randkontur C) bestimmt:

ebene
F= —/pﬂdS Strimung —b/ pnds
S C

(b ist dabei wieder die Ausdehnung des Korpers, hier also eines allgemeinen Zylinders mit beliebiger
Querschnittsform, senkrecht zur Stréomungsebene). Es gelten folgende zwei wichtige allgemeine Aussa-
gen, die wir fiir den Spezialfall des Kreiszylinders bereits kennengelernt haben, und die hier ohne Beweis
mitgeteilt werden (siehe dazu Kundu et al. [8], Kap. 7.5):

1. Die Kraft F, in Anstromrichtung (Widerstand) auf einen parallel und stationér angestromten
Korper in einer ebenen Potentialstromung werschwindet,

F, = 0.

Diese Aussage gilt im Ubrigen auch fiir endliche Kérper in dreidimensionaler Potentialstromung, z.B.
die Kugelumstromung. Sie wird, da sie in volligem Gegensatz zur Erfahrung mit realen Stromungen
steht, als d’Alembertsches Paradoxon bezeichnet. Einen endlichen Widerstand erhélt man dagegen
bei instationiiren Potentialstrémungen (s. Kapitel 9.6).

2. Die Kraft F, senkrecht zur Anstréomrichtung (Auftrieb) einer ebenen Potentialstromung auf
einen mit uy, parallel und stationdr angestromten Korper ist fiir einen Abschnitt der Léange b in z-
Richtung gegeben durch

E,=-Tpus -b. (Auftriebsformel von Kutta-Joukowski)
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Sie ist also proportional zur Zirkulation I' um den Koérper sowie zur Dichte und Geschwindigkeit der
Anstromung (das negative Vorzeichen ergibt sich wegen der Vorzeichenvereinbarung fiir T').

Die Zirkulation kann dabei in einer realen Stromung durch viskose Effekte, z.B. durch Rotation eines
Kreiszylinders, die wandnahe Fluidschichten in Drehung versetzt, oder durch Wélbung und/oder An-
stellung eines Profils erzeugt werden. Die Auftriebsformel ist oft auch fiir eine reale Stromung brauchbar,
wenn die Zirkulation aus dem Geschwindigkeitsfeld u der realen Umstromung in einiger Entfernung vom
Korper berechnet wird, wo rot u praktisch verschwindet.

Wird die Zirkulation der Umstréomung durch Rotation des Korpers erzeugt, so nennt man die Querkraft
F, auch Magnus-Kraft (vgl. Flettner-Rotor als Schiffsantrieb). Sie kann recht grosse Werte anneh-
men. Auch in dreidimensionalen Umstrémungen rotierender Korper tritt eine Magnus-Kraft auf, z.B.
bei angeschnittenen Billen im Sport (Fussball, Tennis, Baseball), wo sie kunstvoll gekriimmte Flug-
bahnen ermdglicht.

9.5 Ebene Profilumstréomung

Profilumstromungen kommen in vielen verschiedenen technischen oder natiirlichen Zusammenhéngen
vor: Flugzeug-Tragfliigel, Leitwerke, Verkleidungen, Turbomaschinenschaufeln, Segel, Vogelfliigel,
Schwimmflossen usw. Als Modellfall betrachten wir die ebene Strémung um ein Profil (engl. airfoil)
gemiiss Abbildung 9.11 mit den dort eingefithrten Bezeichnungen. Dreidimensionale Effekte (Anderun-
gen normal zur Strémungsebene) bleiben ausser Betracht. Das Profil sei in z-Richtung unendlich weit
ausgedehnt und die parallele Anstromung mit u, erfolge in x—Richtung.

Skelettlinie

Sehnenldnge

Wolbungshshe (Maximalwert)
Profildicke (Maximalwert)
Anstellwinkel

Uoo
—
y

—
D a =

Profilsehne -
X

Abbildung 9.11: Bezeichnungen bei einer Profilumstréomung

Liegt eine Potentialstrémung vor, so gelten fiir einen Abschnitt der Breite b in z—Richtung die in 9.4
gemachten Aussagen, insbesondere die Auftriebsformel nach Kutta-Joukowski und das Verschwinden
des Widerstands.

Eine reale Stromung kann jedoch erheblich von der Potentialstromung abweichen. Bereits die viskose
Wandreibung in der Grenzschicht sorgt fiir eine nicht verschwindende Widerstandskraft. Bei hoheren
Profil-Reynoldszahlen Rej, = uooL/v und grosseren Anstellwinkeln « 16st die Stromung ab und die
Druckverteilung unterscheidet sich stark von der potentialtheoretischen Verteilung. Damit verdndern
sich auch die daraus resultierenden Kréfte auf das Profil drastisch.

Analog zum Druckbeiwert werden fiir den Widerstand F,, und den Auftrieb F,, dimensionslose Wider-
stands- und Auftriebsbeiwerte cy und c4 definiert:

— Fx CcA = Fy
T bLZuZ T bLEul

cw

IThre Werte héngen in einer realen Strémung von der Reynoldszahl, der Profilform und insbesondere
stark vom Anstellwinkel « ab. Das Verhéltnis ca/ew der beiden Beiwerte, also von Auftriebs- zu
Widerstandskraft, bezeichnet man als Gleitzahl: Ein Segelflugzeug mit Gleitzahl 50 verliert auf 50m
horizontaler Flugdistanz 1m an Hohe. Wéahrend bei einem schlanken, “stromlinienférmigen” Korper der
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Druckwiderstand (aufintegrierte Normalkraft auf die Oberfliche) um eine Griossenordnung unter dem
Reibungswiderstand (aufintegrierte Tangentialkraft) liegt, ist es bei einem “stumpfen” Kérper (bluff
body) gerade umgekehrt: der Widerstandsbeiwert liegt viel hther und resultiert ganz iiberwiegend aus
dem Druckwiderstand.

Die zur Auftriebserzeugung notwendige Zirkulation I' der Profilumstromung kann sowohl durch die
Profilwolbung (Wo6lbungshohe f) als auch durch die Anstellung (Anstellwinkel o) bewirkt werden. Es
stellt sich die Frage, wodurch der Wert der Zirkulation, und damit nach Kutta-Joukowski des Auftriebs,
festgelegt wird. In einer ealen Strémung wird beobachtet, dass die Hinterkante des Profils nicht wm>
stromt wird, sondern dieZirkulation I"'sich gerade so einstellt, dass die Hinterkante eine Staulinie bildet
und so ein glatter Abfluss stattfindet (Kuttasche Abflussbedingung oder kurz Kutta-Bedingung,
I'= FK utta)-

Fiir kleine Anstellwinkel o und Wélbungshohen f gilt folgende aus der Potentialtheorie hergeleitete
lineare Néherung fiir den Auftriebsbeiwert:

CA%27r<a+2%), a<a, <1, f/LK1.

Bei Erhohung des Anstellwinkels iiber einen vom Profil abhéngigen Grenzwert «, hinaus 16st die
Stréomung schliesslich ab (,,Strémungsabriss, engl. stall) und der Auftrieb fillt sehr rasch signifikant
unter diesen linearen Wert ab. Ein gewdlbtes Profil (f # 0) hat bereits ohne Anstellung (o = 0)
einen Auftrieb. Um diesen zum Verschwinden zu bringen, muss der negative ,Nullauftriebswinkel“
a = —2f/L eingestellt werden. Durch das Ausfahren von Klappen oder Vorfliigeln an den Tragfliigeln
eines landenden Flugzeugs erhoht sich neben der wirksamen Fléiche auch die effektive Wo6lbung, so dass
eine viel geringere Fluggeschwindigkeit zur Erzeugung des notigen Auftriebs ausreicht. Eine Darstellung
des Auftriebsbeiwerts ca(cy ) als Funktion des Widerstandsbeiwerts ¢y (statt des Anstellwinkels «)
wird als Profilpolare bezeichnet.

Berechnung von Profilumstréomungen: Potentialstrémung

Zur Berechnung der ebenen Potentialstromung um Profile gibt es zwei im Prinzip analytisch durchfiihr-
bare Methoden: A) konforme Abbildungen und B) Singularitétenverfahren, auf die hier nur kurz ein-
gegangen werden soll. Wahrend konforme Abbildungen auf ebene Stromungen beschrénkt sind, lassen
sich Singularitdtenverfahren auch auf axialsymmetrische oder voll dreidimensionale Stromungen verall-
gemeinern. Mittels numerischer Methoden kann man, als dritte Moglichkeit C), die Potentialstrémung
mit guter Genauigkeit auch durch direktes numerisches Losen der Laplace-Gleichung mit den entspre-
chenden Randbedingungen berechnen.

A) Methode der konformen Abbildungen

Eine konforme Abbildung bildet die komplexe z—Ebene (z = x 4 iy) in eine Bildebene, die komplexe
(—Ebene ((=¢€+Fin), ab. Die Abbildung wird dabei durch eine (bis auf einzelne Punkte) regulire Funk-
tion f(z) (siehe Anhang C.2) mit der Zusatzbedingung df/dz £ 0 beschrieben. Eine solche Abbildung
ist winkeltreu und Drehsinn-erhaltend: Die konforme Abbildung einer Potentialstrémung mit dem kom-
plexen Potential F'(z) in der z-Ebene ist in der (-Ebene wieder eine Potentialstromung, G(¢) = F (2(¢)),
deren Zirkulation I' und Quellstérke @ erhalten bleiben.

Kennt man nun beispielsweise eine konforme Abbildungsvorschrift ¢ = f(z), welche einen Kreis in der
z—Ebene in eine Profilkontur in der (—Ebene iiberfiihrt, so ldsst sich die Stromung um dieses Profil
berechnen, indem man die Abbildungsvorschrift auch auf das Strémungsfeld der Zylinderumstrémung
anwendet.

Als wichtiges Beispiel sei hier die Joukowski-Abbildung genannt:

C(z):fJ(z)::z—i—a;,O<a6]R.
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Das Bild eines Kreises um den Nullpunkt in der z—Ebene ergibt nach dieser Abbildungsvorschrift eine
Ellipse in der (-Ebene. (Der Punkt z = 0 wird auf den ,,unendlich entfernten Punkt“ ¢ = oo abgebildet).
Das Bild des Kreis-Zylinders mit Radius R = a ist die doppelt durchlaufene ebene Platte —2R < £ < 2R,
n = 0. Ausser in z = 0 ist die Joukowski-Abbildung in den Punkten z = +a nicht konform, da dort
J5(2) verschwindet. Fiir grosse |z| gilt ( = z, eine Parallelstromung im Unendlichen bleibt also nach
Betrag und Richtung erhalten. Durch Abbildung eines aus dem Ursprung verschobenen Kreises erhélt
man ein gewdlbtes Profil (Joukowski-Profil). Damit ldsst sich die Potentialstromung um diese Klasse
von Profilen vollstéindig analytisch berechnen, und man kann wichtige aerodynamische Grossen wie
Druckverteilung, Auftrieb und Moment explizit angeben. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung sei auf
Kundu et al. [8] (Kap. 7.6, 14.4, 14.5, 14.6) verwiesen.

B) Singularititenverfahren

Es wird eine Verteilung von differentiellen Singularitéten (Quellen, Senken, Dipole oder Wirbel) entlang
von vorgegebenen Kurven (z.B. der Profilkontur oder vereinfacht der Profilsehne in 2D) mit zunéchst
unbekannter rtlicher Stirke vorgenommen. In jedem Punkt des (2D oder 3D) Stromungfeldes werden
alle differentiellen Geschwindigkeitsbeitrdge aufintegriert. Dieser Strémung iiberlagert man eine paral-
lele Anstromung und fordert, dass die Kontur des Profils, dessen Umstromung berechnet werden soll,
eine Stromlinie ist. Dies fiihrt auf lineare Integralgleichungen, welche dann diskretisiert und mit Hilfe
eines Computers numerisch gelost werden. (In einfachen Fillen gibt es auch analytische Losungen.)
Damit lassen sich auch Potentialstromungen in komplizierten Geometrien und, bei entsprechender Ver-
allgemeinerung, auch dreidimensionale Stromungen berechnen (Panel-Verfahren, siche Houghton &
Carpenter [6] und Hinweise auf den Web-Seiten).

C) Numerische Lésung der Laplace-Gleichung

Die Laplace-Gleichung fiir das Potential ® oder die Stromfunktion ¥ wird auf einem Punktegitter
(x;,y;) numerisch diskretisiert, z.B. durch Approximation der 2. Ableitungen (Differentialquotienten)
durch Differenzenverfahren (Differenzenquotienten). An den Réndern des Berechnungsgebiets werden
die dem Stromungsproblem entsprechenden Randbedingungen vorgegeben. Das so entstandene lineare
Gleichungssystem fiir die gesuchten Werte von ® und ¥ auf dem Punktegitter wird direkt oder ite-
rativ mit Hilfe eines Computerprogramms gelost. Bei Verfeinerung des Punktegitters erhoht sich die
Genauigkeit des Ergebnisses. Wie bereits erwihnt, bleibt die Zirkulation der Profilumstrémung bei der
Losung der Laplace-Gleichung unbestimmt und wird erst durch die Auferlegung der Kutta-Bedingung
des glatten Abflusses an der Hinterkante festgelegt.

Berechnung realer Profilumstrémungen

Panel-Verfahren fiir die Potentialstromung kénnen mit Verfahren zur Grenzschichtberechnung gekoppelt
werden, um auch viskose Effekte ndherungsweise zu beriicksichtigen. Derartige Berechnungsverfahren
sind sehr schnell und leisten gute Dienste fiir einen ersten Entwurf von neuen Stromungskonfiguratio-
nen. Fiir genauere Berechnungen realer Stréomungen, insbesondere fiir eine realistische Vorhersage des
Widerstands und von Stromungsablosungen, muss man jedoch auf viel aufwéndigere numerische Be-
rechnungsverfahren auf der Basis der Navier-Stokes-Gleichungen zuriickgreifen (Stichwort: Numerische
Fluiddynamik bzw. Computational Fluid Dynamics, CFD, ein wichtiges Teilgebiet der modernen
Fluiddynamik, das sich immer noch stiirmisch weiterentwickelt). Damit lassen sich auch dreidimen-
sionale, kompressible, instationdre und turbulente Stromungen berechnen. Hierzu gibt es verschiedene
kommerziell angebotene und neuerdings auch einige frei zugéngliche Rechenprogramme, die sténdig
weiterentwickelt werden. Solche Rechenprogramme sind einerseits schon recht leistungsfahig fiir viele
Standardaufgaben und gehoren heute zum unverzichtbaren Werkzeug des Ingenieurs in der angewandten
Forschung und der industriellen Praxis. Andererseits liefern sie aber bei anspruchsvolleren Problemen
(z.B. Stromungen mit Ablésung, laminar-turbulentem Ubergang, Turbulenz, Instationaritiit, starken
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Kompressibilitéitseffekten) oft noch sehr unbefriedigende Ergebnisse. Eine erste Einfithrung in CFD fin-
det sich im Kap. 6 von Kundu et al. [8], eine umfassendere Darstellung gibt z.B. das Buch von Tannehill
et al. [23].

9.6 Instationire Potentialstromungen

Wir betrachten nun instationédre Stromungen, wie sie etwa bei der Beschleunigung eines Korpers
in einem Fluid auftreten, z.B. beim Anfahren aus dem Ruhezustand oder in schwingenden oder ro-
tierenden Systemen. Bei instationdrer Bewegung muss offenbar ausser dem Korper auch ein Teil des
umgebenden Fluids beschleunigt werden, dem somit kinetische Energie zugefiihrt wird. Die hierfiir
zu verrichtende Arbeit macht sich in einem Widerstand bemerkbar, welcher in stationdrer Stromung
nicht auftritt. Dieser zusétzliche Widerstand wird in der Technik z.B. zur Schwingungsddmpfung von
Bauteilen ausgenutzt, die man dazu in eine Fliissigkeit eintaucht.

Eine aus der Ruhe beschleunigte reale Stromung ldsst sich oft erstaunlich gut durch eine insta-
tionéire Potentialstromung anndhern, denn reibungsbedingte Phinomene wie Grenzschichten, Wir-
bel und Ablosegebiete, die den Stromungsverlauf stark von der Potentialstromung abweichen lassen
konnen, brauchen eine gewisse Zeit, um sich merklich auszubilden, insbesondere bei gut abgerundeten
Korpern (scharfe Kanten fithren dagegen zu starker Wirbelbildung). Bei starker Beschleunigung kann
die Stromung oft ndherungsweise als reibungsfrei behandelt werden, da die Tréigheitskrifte weit iiber
die Reibungskrifte dominieren. Instationire (Potential-) Stromungen haben in jiingster Zeit erneutes
Interesse gefunden, z.B. bei der Erkldrung des Insektenflugs oder der Fortbewegung von Fischen, was
man auch technisch nachzuahmen versucht (Mikro-Fluggeréte).

Wir betrachten also instationire Potentialstromungen u(z,t) = V®, fiir die sich bemerkenswerte
allgemeine Aussagen machen und in einigen besonderen Fillen sogar analytische Losungen angeben las-
sen. Das Potential ®(z, t) hingt nun auch explizit von der Zeit ab, ist aber immer noch eine Lisung der
- zeitunabhéngigen - Laplace-Gleichung, die durch die momentane Randbedingung fiir die Geschwin-
digkeit up auf dem Rand R des Stromungsgebiets bestimmt ist,

AD=0 , (n-V®)|,=n-uy(t)

Das Geschwindigkeitsfeld der instationéiren Potentialstromung ist also quasistationdr in dem Sinne,
dass es identisch ist mit demjenigen stationdren Geschwindigkeitsfeld, welchem dieser Momentanwert
als stationdre Randbedingung vorgegeben wurde. Die Vorgeschichte spielt keine Rolle, ganz anders als
bei realen Stromungen. Mit anderen Worten: die instationdre Potentialstromung kann als eine Abfolge
von stationdren Potentialstromungen aufgefasst werden. Anders verhélt es sich mit dem Druck p(x. &),
der durch die in Abschnitt 9.1 angegebene instationéire Bernoulli-Gleichung

® 1
68_15 + §(V<I>)2 +==C(t) Bernoulli, instationire Potentialstromung

ISH R~

bestimmt ist und den explizit zeit- und ortsabhéngigen Term (0®/0t) (z,t) enthélt (das Kréftepotential
wurde hier weggelassen).

Wir betrachten im Folgenden die Potentialstrémung um einen starren, endlichen Korper mit Dichte
ox und Volumen Vi in einem unbegrenzten, weit entfernt vom Koérper in Ruhe befindlichen Fluid der
Dichte op. Die Uberlegungen gelten fiir den ebenen wie fiir den dreidimensionalen Fall. Wir beschrénken
uns auf eine geradlinige Bewegung mit der zeitlich veriinderlichen Geschwindigkeit U(¢t) > 0, die
ohne Einschrinkung in die negative z-Richtung erfolgen soll (entsprechend einer positiven Anstrémung
im korperfesten Bezugssystem). Die momentane Position des Korpers sei durch die Position eines Re-
ferenzpunkts z,.¢(t) = (2,¢f(t),0,0)" gekennzeichnet, wobei @,y = —U(t).
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Bei der instationdren Bewegung des Korpers muss ausser der Kérpermasse myx = Vi - ok auch ein Teil
der umgebenden Fluidmasse beschleunigt werden. Das macht sich in einem Widerstand bemerkbar, der
bei stationéirer Potentialstromung nicht auftrat. Aus Sicht des Fluids miissen sich, wenn der Koérper
beschleunigt wird, die Druckkréfte auf seiner Oberflaiche momentan so einstellen, dass sie die Trégheit
des umgebenden Fluids iiberwinden.

Das Besondere an der betrachteten Potentialstrémung um einen geradlinig beschleunigten Korper ist,
dass sich das Potential in der Form

®(z,t) =U(t) - p(z — Zyep (1))

darstellen ldsst, wobei das stationdre Geschwindigkeitspotential ¢ nur von der Gestalt des Korpers
und der Kérperlage relativ zur Bewegungsrichtung (Anstréomrichtung) abhéngt. Es lisst sich zeigen,
dass die zu beschleunigende Fluidmasse als die Masse m™* eines durch ¢ bestimmten Fluidvolumens
charakterisiert werden kann [?, 14]. Diese zusétzliche Masse m* wird als virtuelle Masse (added
mass) bezeichnet und zur Kérpermasse hinzuaddiert. Fiir die Kérperbewegung ist demnach insgesamt
die Summe aus Tragheits- und Widerstandskraft

AU
zu iiberwinden. Die virtuelle Masse m* wird oft mittels eines Zahlenfaktors f als ein Vielfaches der
vom Koérper verdréngten Fluidmasse angegeben,

m*=f-Vi-or

Sie l4sst sich fiir einige einfache 2D und 3D Fille analytisch berechnen (s. nachfolgende Beispiele) und
muss ansonsten empirisch (experimentell oder numerisch) bestimmt werden. Die folgenden Angaben
gelten nur fiir die jeweils angegebene Anstromrichtung.

2D Beispiele:
b ist die Linge des Korpers normal zur Strémungsebene.

e Fiir einen (normal zu seiner Achse bewegten) Kreiszylinder mit Radius R ist f = 1, also die
virtuelle Masse gerade gleich der vom Zylinder verdringten Fluidmasse

m* = Vi - op = TR?b - op (Kreiszylinder)
Man erhilt dieses Ergebnis durch Betrachtung eines mit U(t) bewegten Dipols (vgl. Ubungen!).

e Fiir einen elliptischen Zylinder mit Halbachse a,, normal zur Anstrémung und Lénge b normal
zur Stromungsebene gilt (unabhéngig von der Linge der anderen Halbachse a; !)

m* =ma’b-op (Ellipse, Fig. 9.12 a))

e Sonderfall davon (degenerierte Ellipse): fiir eine ebene Platte der Breite 2a, die normal zu ihrer
Ebene bewegt wird, ist

m* =na’b- o (Platte, Fig. 9.12 b))
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e Quadratischer Zylinder mit Seitenléinge a, seitenparallel angestromt

m* =~ 1.19a%b - o (Quadrat, Fig. 9.12 c))

A
7 » 4 7
P ™ ;/2
/, }i\ﬁ an 22
U [ 772 v g a
7
\¥ | 7
A%, 7 7
& 7
& £ v A
&
>

(a) (b) (c)

Abbildung 9.12: Instationire ebene Potentialstromung um Zylinder verschiedener Querschnitte. (a) achsenpar-
allel angestrémte Ellipse, (b) normal angestrémte Platte, (c) seitenparallel angestromtes Quadrat.

3D Beispiele:
e Fiir eine Kugel mit Radius R erhilt man f = 1/2, also

1 2
m* = §VK - oF = gﬂ'RB -or  (Kugel)

e Fiir eine normal zu ihrer Ebene angestromte Kreisscheibe mit Radius R ist
m*=—-R3 op (Kreisscheibe)

Mit dem obigen Ergebnis ldsst sich die Beschleunigung einer Kugel in einem ruhenden Fluid unter dem
Einfluss von Gewicht und Auftrieb im Schwerefeld g herleiten als

dU _ or — 0k

— === Kugel im Schwerefeld
dt  or/2+ QKg (Kug )

[14]. Grenzfille sind: a) eine Gasblase in einer Fliissigkeit, die wegen gx < gp mit dU/dt =~ 2g nach
oben beschleunigt wird, und b) eine schwere Kugel in Luft, die nahezu mit —g zu Boden fillt.

Bisher haben wir die instationire Bewegung U(t) eines Koérpers im (in grosser Entfernung) ruhenden
Fluid betrachtet. Alternativ kann man dieselbe Stromung auch im korperfesten Bezugssystem mit
instationdrer Anstromung Us (t) = U(t) beschreiben. Wir fragen etwa, welche Geschwindigkeit Uk (t)
ein frei bewegliches kugelférmiges Partikel bei instationdrer Anstromung mit Uy (t) erfihrt, z.B. in
einem Behilter mit hin- und herschwingendem Fluid. Man erhélt [14]

3oF

Uk (t) = —22F
x(®) oF + 20K

Us(t) , (Kugel bei instationéirer Anstromung)

das Partikel folgt also der reibungs- und drehungsfreien Fluidbewegung instantan mit einer der An-
stromung proportionalen Geschwindigkeit. Ein schweres Partikel in einem leichten Fluid, ox > oF,
bleibt damit praktisch in Ruhe, ein Partikel gleicher Dichte ox = oF bewegt sich einleuchtenderweise
mit Uy mit, wihrend eine Gasblase in einer mit U, schwingenden Fliissigkeit etwa mit 3U, mit-
schwingt.
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Kapitel 10

Drehungsbehaftete Stromungen

In diesem Kapitel behandeln wir Eigenschaften drehungsbehafteter Stromungen, insbesondere die Dy-
namik des Wirbelstérkefeldes w = rotu, die fiir reale Stromungen von fundamentaler Bedeutung ist.
Statt von drehungsbehafteten spricht man auch von wirbelbehafteten Strémungen oder kurz Wirbel-
stromungen.

Der Begriff des Wirbels ist ein umgangssprachlicher, intuitiver Begriff, der fiir den allgemeinen Fall
einer dreidimensionalen, ggf. auch instationédren Strémung schwierig zu préazisieren ist. Wir werden ei-
nige Beispiele von Wirbeln kennenlernen. Dagegen kann man iiber die Wirbelstérke w prézise und sehr
weitreichende allgemeine Aussagen machen (Wirbeltransportgleichung, Wirbelsiitze).

Literatur zu diesem Kapitel: Kundu et al. [8], Kap. 3 und 5; Lugt [10].

10.1 Wirbel und Drehung

Charakteristisch fiir einen Wirbel ist, dass ein rdumlich ausgedehnter Bereich von Fluidteilchen eine
drehende Bewegung um ein gemeinsames Zentrum ausfithrt (z.B. auf kreisférmigen, elliptischen oder
spiralfsrmigen Bahnen). Wirbel in einer ebenen, stationéiren Stromung sind durch geschlossene Stromli-
nien gekennzeichnet. Abmessungen (Durchmesser) von Wirbeln reichen von Millimetern (Turbulenzwir-
bel in der Atmosphére) iiber die Grossenordnung 100 m (Tornados) bis zu 1000 km (Tiefdruckgebiete,
Hurrikane) oder Lichtjahren (Galaxien).

Beispiele fiir analytisch beschreibbare Wirbel:

e Starrkérperwirbel: Man betrachtet das 2D Geschwindigkeitsfeld einer Starrkérperdrehung in
der z-y-Ebene um den Nullpunkt mit Kreisfrequenz €2 = 2%, T= Umlaufzeit. In kartesischen bzw.
Zylinderkoordinaten gilt

—yQ 0
u(z) = € , o uy(r0,2) =1 Qr
0 0
P
(
Ug Q=wug/r

Abbildung 10.1: Starrkorperwirbel
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Die Wirbelstarke betragt dann

w=rot u= 0
20

Die lokale Rotation w ist also im ganzen Feld konstant und gerade doppelt so gross wie die Winkel-
geschwindigkeit Q) der Festkorperrotation. Umgekehrt gilt auch allgemein fiir jede Stromung: Die
mittlere (d.h. azimutal gemittelte) Winkelgeschwindigkeit eines Fluidteilchens betrigt Q = fw.
Dies ergibt sich durch Betrachten der mittleren Umfangsgeschwindigkeit auf einem kleinen Kreis
um den Drehpunkt und Anwenden des Stokesschen Satzes.

Potentialwirbel (Linienwirbel): Der Potentialwirbel wurde bereits in 9.3 eingefiihrt. Das 2D
Geschwindigkeitsfeld in kartesischen bzw. zylindrischen Koordinaten (siche Abbildung 10.2) lautet

—y/r? Uy 0
ulx)=c| xz/r? s uy(r0,2) = | wue =\ ¢/r , >0
0 us ), 0 »

mit r = /22 + y2. Die Stromlinien sind wieder Kreise um den Nullpunkt. Die Zirkulation
beziiglich jeder den Ursprung umschliessenden Kurve betragt I' = 27c.

YA

c>0

Ug

Abbildung 10.2: Potentialwirbel. Ein Fluidpartikel behdlt beim Umlauf seine Orientierung bei (— ).

Im Ursprung r = 0 liegt eine Singularitit vor, wo die Umfangsgeschwindigkeit und die Wir-
belstérke unendlich werden. Obwohl das Geschwindigkeitsfeld einen Wirbel darstellt, ist die Wir-
belstédrke w = 0 fiir » > 0, wie stets bei einer Potentialstromung. Ein Fluidpartikel im Potential-
wirbel dreht sich also nicht, sondern wird nur translatorisch entlang seiner Kreisbahn bewegt und
behélt dabei seine Orientierung bei (Abb. 10.2).

Rankine-Wirbel: Man kann einen realen ebenen, stationéren, axialsymmetrischen Wirbel néhe-
rungsweise darstellen durch

- eine Festkorperrotation im Kern, r < rg

- einen stetig anschliessenden Potentialwirbel im Aussenbereich, r > r¢ .
mit einem geeignet gewihlten Radius ro. Dieser Wirbel wird als Rankine-Wirbel bezeichnet (Abb.

10.3). Er ist eine exakte Losung der Navier-Stokes-Gleichung, da dies bereits fiir den Starrkorper-
wirbel und den Potentialwirbel zutrifft: letztere sind Spezialfille der allgemeinen Lésung u, = 0,
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ug = Ar + B/r fiir die reibungsbehaftete Stromung im Ringspalt zwischen zwei konzentrischen
rotierenden Zylindern (Taylor-Couette-Stromung).

e In einem realen Wirbel ist zusiitzlich die Geschwindigkeitsverteilung ug(r) geglittet und die
Wirbelstirke verlduft bei ro im Gegensatz zum Rankine-Modell stetig (Abb. 10.3). Auch fiir
den realen Wirbel gibt es eine exakte (instationire) Navier-Stokes-Losung, den Hamel-Oseen-
Wirbel (siche Lugt [10], Schade-Kunz [18]). Er beschreibt das zeitliche Zerfliessen eines Wirbels
durch Diffusion aufgrund der Zihigkeit, ausgehend von einem Potentialwirbel bei ¢ = 0.

Rankine-Wirbel

A \ A \
U . w
0 A realer Wirbel ‘
| ~
7N A\
I \
| \
|
| i\
| | \
| o | ~ o
| o | o
To T To T

Abbildung 10.3: Geschwindigkeit uy und Wirbelstirke w — im Rankine- Wirbel und - - - im realen Wirbel

o Weitere exakte Losungen sind der Burgers-Wirbel (Lugt [10]) und der Hillsche Kugelwirbel
(Panton [14]), der die Strémung in einem kugelfésrmigen fallenden Tropfen in Luft oder in einer
aufsteigenden Gasblase beschreibt.

Eigenschaften des Wirbelstirkefeldes

Eigenschaften des Wirbelstérkefeldes w = rot u sind:
- w ist stets quellenfrei, also divw = 0 (auch in kompressibler Stromung).

- w ist invariant beziiglich einer Galilei-Transformation, d.h. es dndert sich nicht bei Ubergang in ein
gleichformig geradlinig bewegtes Bezugssystem (anders als das Geschwindigkeitsfeld: Stromlinien
in einem mitbewegten Bezugssystem sehen i.a. v6llig anders aus als im ruhenden System).

- Es gibt keinen Wirbel ohne Rotation (mit dem Potentialwirbel als Grenzfall, bei dem die Rotation
in der Singularitdt bei » = 0 konzentriert ist und sonst iiberall verschwindet, s. oben).

- Die Umkehrung davon gilt nicht: Es gibt viele Stromungen mit rotuw # 0, die keine Wirbel
enthalten; z.B. alle 1D Scherstromungen (laminare Grenzschicht, Kanal- oder Rohrstrémung,
Freistrahl, Mischungsschicht usw.), siche Abbildung 10.4.

Analoge Begriffsbildungen wie fiir das Geschwindigkeitsfeld u(x) werden auch fiir das Wirbelstérkefeld
w(z) eingefiihrt. Sie werden nachfolgend definiert und sind in Tabelle 10.1 zusammengefasst.
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Vi Vi
~w(y) X /J(y)
2
0 )\ ou
—w=14

Abbildung 10.4: Parallele Grenzschicht: drehungsbehaftete Strémung ohne Wirbel

Wirbellinie, Wirbelr6hre, Wirbelfaden

Integralkurven des momentanen Wirbelstérkefeldes w werden als Wirbellinien bezeichnet. Sie sind
das Analogon zu den Stromlinien als Integralkurven des Geschwindigkeitsfeldes. Eine durch den Punkt
zo gehende Wirbellinie z(s) ist also definiert durch

dx

Fi w(z(s),t) , s= Kurvenparameter, t fest.
s

Da die Wirbellinien in jedem Punkt parallel zum Wirbelstédrkevektor w sind, ergibt sich folgende alter-
native, parameterfreie Definition als ein System von Differentialgleichungen:

dez d dz
wxdx =0 bzw. komponentenweise: — = Y _= ,
Wy Wy W

analog zu den Differentialgleichungen fiir Stromlinien

dx d dz
u X dz =0 bzw. komponentenweise: — = Y _% .
U v w

Wirbellinien, deren Startpunkte durch ein Kurvenstiick gegeben sind, bilden eine Wirbelfldche. Wir-
bellinien durch eine geschlossene Kurve C' bilden den Mantel einer Wirbelrohre. Andert sich die
Wirbelstérke iiber den Querschnitt der Wirbelrohre hinweg nicht, wie z.B. im Grenzfall eines sehr
kleinen Durchmessers der Wirbelrohre, spricht man von einem Wirbelfaden.

Wirbelstéirkefeld w(z) Geschwindigkeitsfeld u(z)

divw = 0 (gilt immer!) divu = 0 (falls inkompressibel)
Galilei-invariant nicht Galilei-invariant

Wirbellinien = Integralkurven von w Stromlinien = Integralkurven von u
Wirbelrohre: Mantel besteht aus Wirbellinien Stromrohre: Mantel besteht aus Stromlinien
Wirbelfaden (parallel zu Wirbellinien) Stromfaden (parallel zu Stromlinien)
Zirkulation I' = |, gw-n dS = Wirbelfluss durch S | Volumenstrom V' = /. gu-n dS durch §

Tabelle 10.1: Analogien und Unterschiede zwischen Wirbelstirkefeld und Geschwindigkeitsfeld
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Gesetz von Biot-Savart

Bisher haben wir das Wirbelstérkefeld w eines gegebenen Geschwindigkeitsfeldes u betrachtet, welches
man einfach durch Rotationsbildung erhélt, w = rot u. Jetzt fragen wir, welches Geschwindigkeitsfeld
zu einem gegebenen Wirbelstéirkefeld gehort. Zur Vereinfachung betrachten wir den freien Raum ohne
Begrenzungen durch Wande.

Analog zum Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters in der Elektrodynamik ist die azimutale
Geschwindigkeit up um einen unendlich langen geraden Wirbelfaden (Potentialwirbel) mit Zirkulation
I" im Abstand r gegeben durch

ug = —.
2mr

Allgemeiner ,induziert“ ein der Raumkurve C' folgendes Wirbelfadenstiick mit konstanter Zirkulation
I" das Geschwindigkeitsfeld

z

Fiir den Beitrag eines endlich langen, geraden Wirbelfadenstiicks ergibt sich damit in einem durch den
Abstand r und die Winkel 6 (Innenwinkel des Dreiecks) und 05 (Aussenwinkel) bestimmten Punkt die
induzierte azimutale Geschwindigkeit

/ Wirbelfadenstiick

6, r
Uy = E(COS 01 — cosfy) . r 0,

e
uy senkrecht zur Zeichenebene

Diese Beziehung wird bei Anwendungen in der Aerodynamik hiufig benutzt. (Alternativ kénnte man
auch den Aussenwinkel ”links vom Dreieck” und den Innenwinkel ”rechts im Dreieck” wahlen, was nur
das Vorzeichen von uy dndert.) Beim Grenziibergang zu einem unendlich langen geraden Wirbelfaden
(01 — 0, 03 — m) ergibt sich daraus wieder die Geschwindigkeit um einen Potentialwirbel. Der Fall
eines halbunendlichen Wirbelfadens ist ebenfalls erfasst.

Ist die Wirbelstéirke w(z) im Raum verteilt, so erhiilt man das von w induzierte Geschwindigkeitsfeld
durch ein Volumenintegral, das die Beitriige aller Wirbelelemente zur Geschwindigkeit u(z) im Punkt
2z aufsummiert:
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1 wxXr
- = —dVv
ule) =4 /v rf?

r=x—r,

dV = dTwJ dTw_Q dTw73

Abbildung 10.5: Biot-Savart-Gesetz im 3D-Raum fiir ein kontinuierlich verteiltes Wirbelstdirkefeld

10.2 Wirbeltransportgleichung
Bildet man die Rotation der Impulsgleichung, so erhilt man aus der Gleichung fiir uw die ,,Wirbel-

transportgleichung“ fiir den Wirbelstdrkevektor w. Sie beschreibt die dynamische Entwicklung des
Wirbelstarkefeldes und liefert Aussagen iiber dessen Wechselwirkung mit dem Geschwindigkeitsfeld.

Wirbeltransportgleichung fiir inkompressible Stromungen

Annahmen: - inkompressible Stromung, divu = 0, 0 = const
- drehungsfreies (konservatives) dusseres Kraftfeld, f = —VU

Damit erhélt man durch die Anwendung des rot-Operators auf die entsprechende Impulsgleichung die
Wirbeltransportgleichung

0
a—er(u-V)c_u: (w-Viu + vAw , .
inkompressibel, o = const.

Dw Wirbelstreckung W Diffusion

Sie enthélt nicht mehr den Druck, jedoch zwei nichtlineare Terme: den Advektionsterm

(u-V)w und den Wirbelstreckungsterms W := (w- V) u. Die Bedeutung des letzteren versteht man
durch folgende Uberlegungen. Wir zerlegen den Geschwindigkeitsvektor u lokal am Punkt z in eine zur
Wirbelstirke w(z) parallele und eine dazu senkrechte Komponente, u = wtuy, Abb. 10.6a. Damit
kann W dargestellt werden als

ou
Ou _ w;”_,_|w|69$7

W = lwl(e ds Jwl 0s = 0Os

=W

Vu = |w] -
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_ ox)
0 o)
u(x) =u,+u,
(b)
by © i
ux) e \ -
= — o(x) NS o o)
o x+ds \\s
X ds=e ds

Abbildung 10.6: Interpretation des Wirbelstreckungsterms W = (w-V)u. (a) Lokale Zerlegung u = u; +u, (b)
Streckung oder Stauchung einer Wirbellinie (vortex stretching), (c) Kippen einer Wirbellinie (vortex tilting)

wobei s - ¢, eine lokale Koordinate in Richtung von w bezeichnet. Es bewirkt (s. Abb. 10.6b, c)

ou

Q;H >0 : eine Streckung (im wortlichen Sinn) des lokalen Wirbelelements, Erhshung von w
S

ou

Q;H <0 : eine Stauchung des lokalen Wirbelelements, Verminderung von w
S

10)

gl #0 : ein Kippen des Wirbelelements, Verédnderung der Richtung von w .
s

Der Wirbelstreckungsterm W (wie er summarisch bezeichnet wird) ist von zentraler Bedeutung fiir
die Dynamik des Wirbelstérkefeldes w, insbesondere in turbulenten Stréomungen. Wie der konvektive
Term (uw - V)w ist er nichtlinear. Geméss der Wirbeltransportgleichung éndert sich die Drehung eines
Fluidelements nur durch die beiden Prozesse Wirbelstreckung und Wirbeldiffusion.

Im Fall einer ebenen Strémung in der (x,y)—Ebene besitzt w nur noch eine Komponente w = w, (z,y)
in z—Richtung. Damit verschwindet der Wirbelstreckungsterm W identisch und die Transportgleichung
vereinfacht sich zur 2D-Wirbeltransportgleichung, einer skalaren Gleichung analog der Wirme-
transportgleichung;:

T vAw 2D, reibungsbehaftet

oder ausgeschrieben

Ow ow Ow Pw  w

o Mo TVay T <a—+@) |

Damit l&sst sich die Wirbeltransportgleichung anschaulich interpretieren: Die linke Seite stellt die zeitli-
che Anderung der Wirbelstirke eines mitbewegten Fluidteilchens dar, die sich also in ebener Strémung
nur durch viskose Diffusion veréindern kann. Erzeugt wird sie an den Winden umstromter Korper
(Grenzschicht).

In einer reibungsfreien, 2D oder 3D Stromung gilt also unter den oben gemachten Annahmen: ist die
Strémung zu irgendeinem Zeitpunkt drehungsfrei, so bleibt sie das fiir alle Zeiten! Eine (reibungsfreie)
Potentialstromung bleibt also stets eine Potentialstromung, wenn man sie sich mit nur konservativen
Kriften zeitlich entwickeln lésst.
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In einem mit der Winkelgeschwindigkeit {2 rotierenden Bezugssystem gilt die Wirbeltransportglei-
chung mit dem verallgemeinerten Wirbelstreckungsterm

W= (w+29) Vu.

Darin wird 29 als “planetare Wirbelstiarke” und w + 2§ als “absolute Wirbelstéirke” bezeichnet.

Barotrope und barokline Strémung

Fiir die Diskussion der Wirbeltransportgleichung fiir Strémungen mit verdnderlicher Dichte ist die
Unterscheidung zwischen barotroper und barokliner Stromung von Bedeutung. In einer barotropen
Stromung ist die Dichte g lediglich vom Druck p (und nicht auch noch von der Temperatur oder anderen
Grossen) abhingig: o = o(p). Die Flidchen konstanter Dichte (Isochoren) verlaufen damit stets parallel
zu den Isobaren. Folgende Aussagen sind gleichbedeutend:

Die Strémung ist barotrop
o=o(p)

1 1 1 1
~Vp ist rotationsfrei, rot (—Vp) =0 (stets ist rot (—Vp) =—-— VoxVp)
1 1 0 1

I 11

Vp ist parallel zu Vo, Vox Vp=0

1 1
— —Vp ist Gradient einer , Druckfunktion“ Pmit VP = —Vp.
o 0

Ist die Stromung barotrop, so lédsst sich die Druckfunktion als

p(z)
P(z) = / dp
Po

o(p)

wihlen (vgl. kompressible Bernoulli-Gleichung), da nach den Differentiationsregeln fiir ein Integral

p(z) 1
v 0(D) 0

gilt (Kettenregel).

Beispiele barotroper Stromungen sind inkompressible (genauer: isochore) Strémungen (o = const),
sowie isotherme (T' = const) oder isentrope (p/o” = const) Stromungen eines idealen Gases. Es gilt
sogar allgemein fiir isentrope Strémungen

1
dh = =dp,
0

also ist die Druckfunktion gegeben durch die Enthalpie

P d
h=ho+ | L.

Po

Ist die Stromung nicht barotrop, so bezeichnet man sie als baroklin. Die Isochoren ¢ = const verlaufen
dann nicht mehr parallel zu den Isobaren p = const. Der Schwerpunkt eines Volumenelementes ist
damit verschieden vom Druckangriffspunkt (bestimmt durch die Isobaren), so dass ein ,,baroklines
Drehmoment* entsteht, welches auf das Volumenelement wirkt und es in Drehung versetzen kann
(vgl. nachfolgende Wirbeltransportgleichung fiir Stromungen mit verénderlicher Dichte).
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Wirbeltransportgleichung fiir Strémungen mit verinderlicher Dichte

Annahmen:

e 0= o(z,t) ist i.a. nicht konstant (z.B. kompressible Stromungen oder inkompressible Stromungen
mit Temperaturgradienten)

e die Strémung ist reibungsfrei.

Dann erhélt man durch Rotationsbildung der Euler-Gleichung die folgende Transportgleichung fiir die
verallgemeinerte Wirbelstéirke w/p (s. Ubungen):

D (w w 1

— | =) = =.V + —(VoxV .

Dt ( Q) ( 4 ) “ 0’ (Ve P) variable Dichte o(z)
—— | —

Wirbelstreckungsterm W baroklines Drehmoment D relbungSfrel

Das gegeniiber dem Fall mit konstanter Dichte hinzukommende barokline Drehmoment D verschwindet
fiir barotrope Strémungen, wie oben erklért. In nicht barotropen, d.h. baroklinen Strémungen erzeugt
es zusitzliche Drehung des Fluidelements um eine Achse normal zu Vg und Vp.

10.3 Wirbelsitze

Helmholtzscher Wirbelsatz

Wir betrachten eine Wirbelrohre in einem beliebigen Geschwindigkeitsfeld u = u(z,t) zu einem festen
Zeitpunkt ¢t. Aus der Divergenzfreiheit des Wirbelstiarkefeldes w = rotw lésst sich leicht der Helm-
holtzsche Wirbelsatz (1858) ableiten. Er wird auch als , Kontinuitétsgleichung der Wirbeltheorie®
bezeichnet und ist eine kinematische Aussage iiber die Zirkulation um eine Wirbelrchre zu einem festen
Zeitpunkt:

Die Zirkulation verschiedener Querschnitte einer Wirbelrohre ist gleich gross.

Mit anderen Worten: Die Zirkulation dndert sich nicht ldngs einer Wirbelrohre. Man kann demnach
von der Zirkulation der Wirbelrchre sprechen.
Eigenschaften von Wirbelrohren und Folgerungen:

e Das Linienintegral von u iiber eine geschlossene Kurve, die auf dem Mantel einer Wirbelrohre liegt,
diese aber nicht umschliesst (d.h. sich auf dem Mantel stetig auf einen Punkt zusammenziehen
liesse), ergibt Zirkulation I' = 0, da auf dem Mantel w - n = 0 gilt (kein Wirbelfluss durch den
Mantel).

o Wirbelréhren oder Wirbelfdden kénnen nicht mitten im Strémungsfeld enden. Sie liegen also not-
wendigerweise als in sich geschlossene Ringe vor oder enden an Berandungen des Strémungsfeldes
(an Wénden, freien Oberflachen, ggf. im Unendlichen).

e Analogie zum Kontinuitétssatz fiir eine inkompressible Strémung: wie der Volumenstrom lings
einer Stromrohre, ist der Wirbelfluss T’ lings einer Wirbelréhre konstant. Verengt sich also der
Querschnitt A entlang einer Wirbelrshre, so muss die (mittlere) Wirbelstirke @ im Inneren an-
steigen, erweitert er sich, muss sie abnehmen:

w1 Al =g As .
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Kelvinscher Wirbelsatz

Der Kelvinsche Wirbelsatz ist eine dynamische Aussage iiber die Entwicklung der Zirkulation in der
Zeit. Wir gehen aus von einem Geschwindigkeitsfeld u = u(z,t) und betrachten die Zirkulation

T(t) ::fg (t)g~dg

beziiglich einer mit dem Fluid mitbewegten, geschlossenen, materiellen Kurve C,,(t) (im folgenden
vereinfachend als ,,Zirkulation der Kurve® bezeichnet). Eine materielle Kurve Cy,(t) (bzw. ein materi-
elles Volumen V;,,(t)) wird fiir alle Zeiten aus denselben Fluidteilchen gebildet. Sie wird also mit der
Stromung mitgetragen, jeder Punkt der Kurve (bzw. des Volumens) folgt einer Bahnkurve. Die Kurve
C,, umschliesse die Fliche S,,. Fiir die zeitliche Anderung der Zirkulation erhilt man das Ergebnis

dly,(t) Du _ Du
at _7{% Dt dﬁ_/sm (v 8 Dt) nds,

das ganz allgemein (fiir inkompressible oder kompressible Stromung) giiltig ist: Die zeitliche Anderung

der Zirkulation ist gleich dem Flédchenintegral iiber die Rotation der materiellen Beschleunigung %.
Setzt man dafiir die rechte Seite der Euler-Gleichung

Du 1
— =—--V
Dt 0 P i
ein, so erkennt man unmittelbar: In einer reibungsfreien, barotropen Strémung (rot(%Vp) = 0) mit
konservativen Kriften (f = —VU) gilt:

dr, (1)
de

=0.

Dies ist der Kelvinsche Wirbelsatz (1868):

In einer reibungsfreien, barotropen Strémung mit konservativen &usseren
Kréften ist die Zirkulation I'y,(¢) einer geschlossenen materiellen Kurve C,, ()
zeitlich konstant.

Folgerungen (die ersten beiden werden manchmal ebenfalls nach Helmholtz benannt):
e Die Zirkulation einer Wirbelrohre oder eines Wirbelfadens bleibt rdumlich und zeitlich konstant.

e Fluidelemente, die zu einem Zeitpunkt eine Wirbellinie gebildet haben, tun dies fiir alle Zei-
ten. Man sagt: , Wirbellinien verhalten sich wie materielle Linien“, sie werden mit der lokalen
Stromungsgeschwindigkeit konvektiert. Schlagwortartig: ,, Wirbellinien haften an der Materie®.

e Wird ein reibungsfreies Fluid aus der Ruhe in Bewegung versetzt und wirken dabei nur konserva-
tive (dussere und innere) Kréfte, so bleibt die entstandene Stromung fiir alle Zeiten drehungsfrei!

Der Kelvinsche Wirbelsatz hat also sehr weitreichende Konsequenzen.

Sind Voraussetzungen des Satzes verletzt, kann die Wirbelstidrke und damit die Zirkulation erhtht bzw.
vermindert werden: durch nicht konservative dussere Krifte (Beispiel: Coriolis-Krifte), nicht-barotrope
(d.h. barokline) Druck-Dichte-Beziehungen (z.B. durch lokale Erwérmung, die einen Temperaturgradi-
enten und damit ein baroklines Drehmoment erzeugt), und schliesslich durch reibungsbedingte Schub-
spannungen (z.B. Wirbelstérkebildung an festen Winden, viskose Wirbelstérkediffusion). Diese Effekte
lassen sich natiirlich auch aus einer entsprechend verallgemeinerten Form der Wirbeltransportgleichung
ablesen.
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10.4 Dreidimensionale Stromung am Tragfliigel

Die inzwischen in der Vorlesung erarbeiteten Hilfsmittel haben wichtige Anwendungen in der Aero-
dynamik. Von besonderer Bedeutung ist die im frithen 20. Jahrhundert von Prandtl und Lancaster
entwickelte Tragfliigeltheorie. Wir wollen uns hier kurz befassen mit der dreidimensionalen Stréomung
am Tragfliigel eines Flugzeugs. Die Theorie hat natiirlich zahllose weitergehende Anwendungen wie
Schaufeln von Pumpen oder Turbinen, Propeller, Schiffsruder etc. Literatur: Kundu et al. [8], Kap. 14
Aerodynamics; Houghton & Carpenter [6].

Die in 9.5 behandelte ebene Profilumstréomung in der z — y—Ebene beschreibt die Situation fiir einen in
hypothetischen, in Spannweitenrichtung z beiderseits unendlich ausgedehnten Fliigel. An einem realen
Tragfliigel endlicher Spannweite b ist nur in der Mitte (Symmetrieebene) z = 0 eine niherungsweise ebe-
ne Stromung zu erwarten, Fig. 10.7. Die Fliigelenden werden aufgrund des Druckunterschieds zwischen
Fliigelunterseite (,, Druckseite, relativer Uberdruck) und Oberseite (,Saugseite“, relativer Unterdruck)
umstromt und es entsteht eine dreidimensionale Stromung. Die Stromlinien auf der Oberseite werden
zur Fliigelmitte z = 0 hin, diejenigen auf der Unterseite zu den Fliigelspitzen z = £b/2 hin abgelenkt.
Es entsteht hinter dem Fliigel eine Wirbelschicht in Ebenen z = const. Die hinter dem Fliigel zu-
sammentreffenden Stromfiden rollen sich stromab zu zwei kriftigen, gegensinnig rotierenden Wirbeln
(Nachlaufwirbeln) auf.

7

Abbildung 10.7: Umstrémung eines Tragfliigels

Modellierung

Das einfachste Modell fiir die dreidimensionale Stromung am Tragfliigel liefert ein Hufeisenwirbel in
paralleler Anstromung, Fig. 10.8 (vgl. Ubungen). An der Position des Fliigels befindet sich ein endliches
Wirbelfadenstiick der Lange b, der sogenannte ,,gebundene Wirbel“. Er kann nach dem Helmholtzschen
Wirbelsatz nicht einfach enden, vielmehr gehen von seinen beiden Enden in z = £b/2 rechtwinklig
halbunendliche gerade Wirbelfdden nach hinten ab, die ,,freien Wirbel*“ oder ,,Randwirbel“, die die oben
genannten Randwirbel der realen Stromung modellieren. Die Zirkulation I' ist nach Helmholtz entlang
des gesamten Wirbelsystems konstant. Sie liegt beim zweidimensionalen Problem der Berechnung des
Auftriebs nach Kutta-Joukowski zugrunde.

Ein verfeinertes, realistischeres Modell der Fliigelumstromung besteht aus einem System von differenti-
ellen, beziiglich der Fliigelmitte z = 0 symmetrisch angeordneten Hufeisenwirbeln der Stérke dI', deren
Mittelstiicke der variablen Léange [, 0 < [ < b, sich zu einem gebundenen Wirbel im Fliigel iiberlagern.
Die Zirkulation um den Fliigel ist nun von z abhingig, I' = I'(z), und f&llt zu den Fliigelspitzen hin auf
null ab.

Abwind und induzierter Widerstand

Im Bereich zwischen den Randwirbeln und dem Fliigel induziert das Wirbelsystem einen ,,Abwind“
v < 0, der die effektive Anstromung des Fliigels verdndert und bei der Berechnung der wirkenden
Krifte beriicksichtigt werden muss: ,,der Fliigel fliegt in seinem eigenen Abwind“. Die Situation in
einem Profilschnitt z = const ist in Fig. 10.9 dargestellt. Die ungestorte Anstréomung in z-Richtung
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Abbildung 10.8: Hufeisenwirbelmodell fiir die Stromung am Tragfligel endlicher Spannweite.

(d.h. entgegen der Flugrichtung) und der Abwind iiberlagern sich zur effektiven Strémung Uepr (eine
mogliche z-Komponente bleibt hier ausser Betracht).

Abbildung 10.9: Effektive Stromung an einem Profilschnitt des Fliigels und entsprechende Zerlequng der Krdfte.
F, ist der induzierte Widerstand aufgrund des Abwinds v.

Fiir die am Profilschnitt wirksamen Kréfte ist nach 9.5 die effektive Anstromung massgeblich: in ih-
rer Richtung ist die Kraft null (d’Alembert), senkrecht dazu wirkt die Querkraft F',. .. nach Kutta-
Joukowski. Zerlegt man diese in die beiden Komponenten in z— und y—Richtung, so erhilt man die
Komponente F,, die (beim stationdren Horizontalflug) das Flugzeuggewicht kompensiert, und eine
nicht-verschwindende Komponente F), den sogenannten §induzierten Widerstand.* Dieser tritt
zu allen anderen Widerstandsanteilen (durch Reibung, Ablésung etc.) hinzu. Verursacht wird er vom
Abwind, dieser wiederum vom Wirbelsystem, das man zur Erzeugung des Auftriebs (Zirkulation um
den Fliigel) benotigt. Der induzierte Widerstand ist also eine unentrinnbare Folge des Auftriebs - kein
Fliegen ohne induzierten Widerstand!

Es ldsst sich zeigen, dass bei einem Fliigel mit elliptischem (statt rechteckigem) Grundriss eine elliptische
Zirkulationsverteilung

222
Fell (Z) = FO 1 — ?

vorliegt, und dass fiir eine solche elliptische Verteilung bei gegebenen Werten fiir Fliigelfliche und
Gesamtauftrieb der induzierte Widerstand minimiert wird.

Zur dimensionslosen Darstellung des induzierten Widerstands eines Fliigels mit Grundfliche A und
Spannweite b fiihrt man den Beiwert

lz
CW,ind ‘= 0
’ 0,2 4
2 Uso
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ein, ferner die Fliigelstreckung

b2
A:=—.
A
Fiir einen Fliigel mit rechteckigem Grundriss (Profiltiefe L, Spannweite b) ist A =b- L und A = b/L.
Fiir die elliptische Zirkulationsverteilung I'cj;(z) ergibt sich
2
. fA
CW,ind * A
mit dem Auftriebsbeiwert c4. Der induzierte Widerstand ist also proportional zum Quadrat des Auf-
triebs und zum Kehrwert der Fliigelstreckung 1/A (= L/b fiir den Rechteckfliigel). Er macht in der
Regel den grossten Teil des Gesamtwiderstands eines Fliigels aus. Fiir ein Verkehrsflugzeug betréigt sein
Anteil am Gesamtwiderstand immerhin mehr als ein Drittel, wobei der Reibungswiderstand mehr als
die Hélfte ausmacht. Der induzierte Widerstand lasst sich durch eine hohe Fliigelstreckung A > 1 ver-

mindern, was z.B. bei Segelflugzeugen realisiert ist. Sein Ursprung liegt in der Arbeit, die zur Erzeugung
der kinetischen Energie des Abwinds im Nachlauf aufzubringen ist.
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Kapitel 11

Kompressible Stréomungen

Bisher haben wir uns iiberwiegend mit inkompressiblen Stromungen beschéftigt, genauer mit Stréomun-
gen bei konstanter Dichte. In diesem Kapitel befassen wir uns nun mit Stromungen, die erhebliche
Dichteunterschiede aufweisen, insbesondere mit Gasstrémungen bei hohen Geschwindigkeiten (Gasdy-
namik). Kompressible Stromungen verhalten sich zu inkompressiblen wie elastische zu starren Kérpern:
kleine lokal eingebrachte Stérungen machen sich nicht mehr sofort iiberall bemerkbar, sondern breiten
sich nur mit endlicher Signalgeschwindigkeit, der Schallgeschwindigkeit, aus. Diese ist eine wichtige
Bezugsgeschwindigkeit und definiert eine entscheidende dimensionslose Kennzahl der kompressiblen
Stromung: die Mach-Zahl Ma, definiert als Verhéltnis von Stromungsgeschwindigkeit zu Schallgeschwin-
digkeit. Gegeniiber dem inkompressiblen Grenzfall Ma — 0 treten inbesondere in Uberschallstrémungen
(Ma > 1) qualitativ neue Phéinomene auf, z.B. sprungartige Anderungen der Strémungsgrossen (Stisse).
Zur Beschreibung von inkompressiblen, isothermen Stromungen benétigt man vier abhingige Varia-
blen: die drei Geschwindigkeitskomponenten u; und den Druck p, deren Dynamik durch die Massen-
und Impulserhaltung bestimmt ist. Bei kompressiblen Stromungen wird beriicksichtigt, dass das Fluid
eine innere Energie besitzt, die mit der Bewegungsenergie der Stromung ausgetauscht werden kann.
Deshalb treten als weitere Variablen die Dichte ¢ und die Temperatur 7" hinzu, so dass nun zusétzlich
Begriffe und Gesetze der Thermodynamik beriicksichtigt werden miissen: die Zustandsgleichung, die
Energieerhaltung (1. Hauptsatz) und die Vertriglichkeit mit dem 2. Hauptsatz.

Im Rahmen dieser einfithrenden Vorlesung beschrénken wir uns weitgehend auf die quasi-eindimensionale
Stromfadentheorie stationérer, reibungsfreier, adiabater Stromungen eines idealen Gases. Dieser Stoff
wird in Kundu et al. [8] Kap. 15 behandelt. Fiir weitergehende Informationen sei auf die Master-
Vorlesung ,, Kompressible Stromungen“ sowie die Lehrbiicher der Gasdynamik (z.B. Anderson [1], Zie-
rep [32]) verwiesen.

11.1 Grundbeziehungen aus Thermo- und Fluiddynamik

Wir betrachten einen Stromfaden mit Querschnittsfliche A(z), wobei = die Bogenlinge entlang der
zentralen Stromlinie bezeichnet (Abbildung 11.1). , Quasi-eindimensional“ und ,,Stromfadentheo-
rie“ soll ausdriicken, dass die Stromungseigenschaften iiber die Querschnittsfliche A(z) als konstant
betrachtet werden kénnen und die Geschwindigkeit nur eine z-Komponente, u(x), hat. Dies wird er-
reicht, wenn sich A(z) nur allméhlich dndert. Durch diese Abstraktion vereinfacht sich die Beschreibung
sehr, und man erhélt weitgehend geschlossene mathematische Beziehungen fiir die Stromungsgrossen.
Die Querschnittsfliche A(x) muss nicht infinitesimal klein, sondern darf durchaus endlich sein, etwa ein
Stromungskanal in einer Maschine oder eine Rohrleitung. Wichtig ist jedoch, sich vor der Anwendung
der Stromfadentheorie stets zu vergewissern, dass die genannten Voraussetzungen auch erfiillt sind.

f/// X
2
A(X)

Abbildung 11.1: Stromfaden mit Querschnittsfliche A(x)
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Voraussetzungen

Die Stromung erfiille folgende Annahmen:

e thermisch ideales Gas: p=p- R-T

e kalorisch ideales Gas: cp, ¢, = const

e quasi-eindimensional (Stromfadentheorie)

e stationér

e reibungsfrei (wenn nicht anders bemerkt)

e keine Volumenkriifte, Schwerkraft wird vernachléssigt

e adiabat.

Ein thermisch und kalorisch ideales Gas wird auch als perfektes Gas bezeichnet. Unter den hier ge-
machten Voraussetzungen ist die Stromung auch isentrop (ausgenommen iiber gef. auftretende Ver-
dichtungsstosse), d.h. (da sie stationér ist) die Energie ist entlang des Stromfadens konstant. Damit ist
die Stromung auch barotrop.

Thermodynamische Beziehungen (fiir ideales Gas)

spezifische Gaskonstante:

R=c,—c¢, (=287 7J/(kg K) fiir Luft)

Adiabatenexponent:
v =2 (=14 fir Luft)
Cy

spezifische Warmekapazitét bei konstantem Druck:

cp = Ll ‘R (=1005 J/(kg K) fiir Luft)
v —
spezifische Wiarmekapazitéit bei konstantem spezifischen Volumen:
o R
v T /_y _ 1

innere Energie:
e=c,T

differentielle Form:

de = ¢, dT
Enthalpie:
R
h:eJrB:cpT: 7 T = TP
0 v—1 y—1 ¢

differentielle Form:
dh = ¢,dT

Entropie (der Index ,ref“ bezeichnet einen Bezugszustand):

T P
S — Sref = Cp-ln —R-In
f P (Tref> <pref>
- an[(2)(%)]
= ¢, 1n
Dref 0
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Isentropenbeziehungen:

~ e N 1
=) @) wmm)
Dref Oref ’ Dref Tref Oref Tref

Erster Hauptsatz der Thermodynamik in differentieller Form:

1
de=dq—pdv, v=-
0

d
dh =dg+ £,
0

wobei dq die differentielle zugefithrte Warme bezeichnet.
Die (lokale) Schallgeschwindigkeit als Ausbreitungsgeschwindigkeit kleiner Stérungen ist gegeben
durch

Ip
o = <_> |
89 s=const

Fiir ein ideales Gas ist dann
a=+/YRIT = 'yg
0

und es gilt

a2

h = .
v—1

Die Schallgeschwindigkeit ist also keine Stoffkonstante, sondern hangt vom lokalen thermodynamischen
Zustand des Fluides ab. Sie nimmt mit steigender Temperatur wie v/1' zu.

Grundgleichungen

Die Grundgleichungen fiir den Stromfaden unter den gemachten Voraussetzungen lauten:
Kontinuitédtsgleichung:

m=p-u-A= const.

Impulserhaltung: Euler-Gleichung

du 1dp

u@ T pdzx

Fiir eine Stromrohre mit konstantem Querschnitt A = const. ergibt eine integrale Impulsbilanz

ou® +p = const., (A= const.) .
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Energieerhaltung;:

u? u?
h+ o) = const. bzw. c,T + o) = const.

Zustandsgleichung (ideale Gasgleichung):

B:R-T
0

Integriert man die Euler-Gleichung entlang einer Stromlinie, so erhélt man die Bernoulli-Gleichung
in der Form

1 5 1 5 /P(I) dp
ZUL)” — ZUper = — —_,
2 ( ) 2 ef - Q(p)

wobei der Index ,ref einen Referenzzustand an der Stelle z,of bezeichnet. (Muss die in z—Richtung
weisende Schwerkraft beriicksichtigt werden, so kommt wie iiblich der Term gz additiv hinzu). Wegen
der vorausgesetzten Isentropie der Zustandsénderung erhélt man

lu(az:)2 - lu2 = 1 DPret [1 - (M) Wvl] Bernoulli, isentrop.
2 Y= 1 Oref DPref

Wegen der Isentropenbeziehungen gilt auch

1 1 vy T(x)
5“(35)2 - §u?ef = ﬁRTref [1 - (m)}
_ 7V DPref 1<Q($)>71
Y- 1 Oref Oref
= cpTret — T ()
= hpet — h(2) .

Wie wir sehen, stimmen im hier betrachteten Fall Bernoulli-Gleichung und Energie-Gleichung (Erhal-
tung der Gesamtenergie) iiberein.

11.2 Stromungsgrossen im isentropen Stromfaden

Wir betrachten den Verlauf von Stromungsgrossen wie u, p, 9,7, a, h, Ma entlang des angenommenen
stationéren, isentropen Stromfadens einschliesslich besonders ausgezeichneter Werte.

Ruhegrossen und kritische Gréssen, Mach-Zahl und Laval-Zahl

Entlang eines Stromfadens kénnen bestimmte ausgezeichnete Zustéinde auftreten. Ein solcher Zustand
ist der Ruhezustand (auch Kesselzustand oder Stagnationszustand genannt), definiert durch
u = 0. Er tritt auf z.B. in einem sehr grossen Behiilter, aus dem der Stromfaden aus- oder in den er
eintritt, oder im Staupunkt eines umstromten Koérpers. Grossen im Ruhezustand werden als Ruhe-
grossen (oder Stagnationsgrossen) bezeichnet und mit dem Index “0“ gekennzeichnet (Ruhedruck
po, Ruhetemperatur Ty, Ruheenthalpie hg usw.). Fiir Ruhedruck und Ruhetemperatur sind auch die
Bezeichnungen Totaldruck p; und Totaltemperatur 7; im Gebrauch, die aus der Bernoulli- bzw. Ener-
giegleichung versténdlich werden.
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Ein weiterer ausgezeichneter Zustand ist der kritische Zustand (auch Schallzustand genannt). Er
ist charakterisiert durch u = a, d.h. die lokale Stromungsgeschwindigkeit u(x) ist dort gerade gleich der
lokalen Schallgeschwindigkeit a(z) und die Machzahl ist somit Ma = 1. (Dies kann z.B. im engsten Quer-
schnitt einer Lavaldiise auftreten, wie weiter unten in 11.4 erldutert wird.) Kritische Gréssen, d.h.
die Werte der Stromungsvariablen im kritischen Zustand, werden mit einem Index “,“ gekennzeichnet
(kritischer Druck p., kritische Temperatur Tk, kritische Geschwindigkeit u, = a = a, usw.).

Folgendes ist wichtig: Die Ruhegrossen und kritischen Grossen sind einem Stromfaden eindeutig zuge-
ordnet (analog wie die Bernoulli-Konstante) und werden unabhiingig davon benutzt, ob diese Zusténde
im betrachteten Stromfaden wirklich auftreten oder nicht; sie lassen sich stets durch eine gedachte isen-
trope Beschleunigung oder Verzogerung vom gerade betrachteten Zustand aus erreichen. Ruhegrossen
und kritische Grossen konnen sich éndern, wenn das Gas eine nicht isentrope Zustandsénderung erfihrt
(z.B. beim Durchgang durch einen Verdichtungsstoss, s. 11.3).

Im Gegensatz zur lokalen Schallgeschwindigkeit a(x) sind ap und a,. Konstanten fiir einen gegebenen
isentropen Stromfaden. Bei der Definition der Mach-Zahl Ma wird die lokale Geschwindigkeit u(z)
auf die lokale Schallgeschwindigkeit a bezogen:

Die Laval-Zahl La ist dagegen definiert durch die lokale Geschwindigkeit bezogen auf die kritische
Schallgeschwindigkeit, d.h. als Bezugswert dient der Wert der Schallgeschwindigkeit an demjenigen
Ort des Stromfadens, an dem genau Schallzustand (Geschwindigkeit = Schallgeschwindigkeit) herrscht
(gefs. kann dieser durch eine gedachte isentrope Beschleunigung/Verzégerung erreicht werden):

A%

La(z) =

Der wesentliche Unterschied zur Mach-Zahl besteht darin, dass sich die Bezugsgrosse a. entlang des
Stromfadens nicht dndert. Die Laval-Zahl ist also eine dimensionslose Geschwindigkeit entlang des
Stromfadens. An einem Ort im kritischen Zustand (und nur dort!) gilt Ma = La = 1. (Bemerkung:
Gelegentlich wird in der Literatur die Laval-Zahl auch als kritische Mach-Zahl bezeichnet und mit Ma,
abgekiirzt, was mit unserer Notation jedoch nicht vereinbar ist, nach der stets Ma, = 1 gilt).

Ausstrémen aus einem Behilter, Ausflussformel

Wir betrachten das Ausstromen aus einem Druckbehélter. Wihlt man in der Bernoulli-Gleichung als
Referenzzustand den Ruhezustand pg im Behélter und 16st nach u(x) auf, so erhilt man die Aus-
flussformel von de Saint Venant und Wantzell:

2 (@) "
=
w(w) = | 2LP g (&)
7—1oo Po
2|, <@(z>)“
v—1oo 00
Giiltigkeitsvoraussetzung ist Isentropie, d.h. die Konstanz der Entropie entlang des Stromfadens. Fiir

p/po — 0 (Ausstromen ins Vakuum bzw. Einstrémen in einen evakuierten Behilter) erhilt man hieraus
als theoretischen Grenzwert die maximal mégliche Geschwindigkeit,

I
&
2
WS
—
=
5
|
/\
5

2 2
Umax = <Y Bo _ \/ ag (= 7502 fiir Luft bei Atmosphérenbedingungen).
¥ —1oo y—-1 s

Dabei ist allerdings zu beachten, dass der effektive Querschnittsverlauf des Stromfadens die erreichbare
Geschwindigkeit u mitbestimmt; s. 11.4, Laval-Diise: im engsten Querschnitt ist maximal die kritische
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Schallgeschwindigkeit u = a, erreichbar. Bezieht man also upax auf die Ruheschallgeschwindigkeit aq,
so erhalt man

max 2 .o
U _ /m (=L NGRS 2.236, =y, bedeutet: fiir Luft, v=14).

ao

Luft kann in einen evakuierten Behélter also nicht schneller als mit etwa der 2.2-fachen Ruheschallge-
schwindigkeit ap einstromen. Die mit der maximalen Geschwindigkeit gebildete Laval-Zahl wird auch
als Grenz-Laval-Zahl Lagren, bezeichnet,

Lagrenz = ad = % (:L \/6 ~ 245)

Die theoretische Maximalgeschwindigkeit im Stromfaden betrégt also nahezu zweieinhalb mal die kri-
tische Schallgeschwindigkeit.

Energie-Ellipse

Verfolgt man die Energieerhaltung vom Ruhezustand v = 0 aus bis zu einem beliebigen Zustand
2
cpT' + % = cpTp

und driickt die Enthalpie mittels der Schallgeschwindigkeit aus, ¢,T" = a?/(y — 1), so erhélt man die
Gleichung fiir die Energie-Ellipse (s. Abb. 11.2)

u 2 a 2
() < ()
Umax ag

Ersetzt man ¢,T durch ﬁﬂ, so erhélt man wiederum die kompressible Bernoulli-Gleichung fiir isen-
trope Stromung, mit dem Ruhezustand als Referenzzustand.

ak
2
Ma <1

[
]
Q

Ao Ma ~ 1
Ma <1

Ma > 1

45° Ma2>> 1

Unax = ¥ g

Abbildung 11.2: Energie-Ellipse

Die bei gegebenen Ruhewerten (oder kritischen Werten) moglichen Stromungszustinde entlang des
Stromfadens lassen sich an der Energie-Ellipse verfolgen. Die Winkelhalbierende trennt Unterschall-
(Ma < 1) von Uberschallstrémungen (Ma > 1). Fiir Ma? < 1 kann die Strémung in guter Néiherung
als inkompressibel behandelt werden (vgl. unten). Ma = 1 bezeichnet man als Schallzustand. Den
benachbarten Bereich (etwa 0.8 < Ma < 1.2) bilden die transsonischen Strémungen (transonic
flows). Bei hohen Machzahlen Ma > 5 spricht man von hypersonischen Strémungen (Hyperschall).
Allerdings ist dort das Modell des idealen Gases nicht mehr giiltig (es kommt zur Dissoziation der
Gasmolekiile, Realgas-Effekte werden wirksam).
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Abhingigkeit von Ruhegréssen und Mach-Zahl

Aus dem Energiesatz

2
U
cpT + -5 = cpTo

erhilt man durch Umformung (Einfithren der Schallgeschwindigkeit)

v—1 2 v—1

woraus sich

2
ap” y—=1. 4
ergibt. Mit der Definition der Schallgeschwindigkeit und den Isentropenrelationen ergeben sich die
Zusténde an einem beliebigen Ort in Abhéngigkeit von den Ruhegrossen und der Mach-Zahl zu

To y—1. 5 Po T
— = 1+ — M — 1
T ( + 5 a” |, » —|—

1 1
—1 2 ~N—1
U <1+—7 Ma2> , %
a 2

1+—Ma)

Zahlenwerte fiir 0 < Ma < 5 sind im Anhang E tabelliert. v
@)

Inkompressible Ndherung

Fiir kleine Mach-Zahlen Ma — 0 kann die kompressible Stromung naherungsweise als inkompressi-
bel behandelt werden. Es gilt

1
-1 —5-1 1
0= 00 (1 + %MaQ) = 0o [1 - §Ma2 +0 (Ma4)} (Ma — 0),
also fiir die relative Dichteinderung

— 1
Q070 ~ = Ma?

, Ma—0.
Q0 2

Fiir Luftstromungen mit Geschwindigkeit u gelten bei 20°C die Werte geméss Tabelle 11.1. Fiir Mach-
Zahlen bis Ma =~ 0.3 darf man also in guter Ndherung (< 5% relativer Fehler in der Dichte) noch
inkompressibel rechnen.

U Ma (00 — 0)/00

30m/s = 108km/h | 0.087 0.4%
50m/s = 180km/h | 0.145 1.0%
100 m/s = 360km/h | 0.291 4.2%
150 m/s = 540km/h | 0.436 9.5%

Tabelle 11.1: Relative Dichteinderungen bei niedrigen Mach-Zahlen (Luftstrémung, T = 20°C)
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Zusammenhang zwischen kritischen und Ruhegrossen

Setzt man in den oben stehenden Beziehungen die Grossen des kritischen Zustandes ein, so erhilt
man die Verhéltnisse zwischen den kritischen Grossen und den Ruhegrossen, die nur von v abhédngen
und damit fiir ein gegebenes Fluid konstant sind:

T, 2 9 \ 7T

== /= =, 0.833), Pe _ (2 =, 0.528 11.1
() | eeosw b (2 (=1 0.528) (11.1)
G _ (L) ’ (=, 0.913), |2 _ (L) o (=1 0.634). (11.2)
ap v+1 00 v+1

Die Zahlenwerte gelten fiir Luft (y = 1.4). Strémt also Luft durch eine konvergente Diise aus einem
Druckbehiilter, so erreicht sie Schallgeschwindigkeit, wenn der Aussendruck bei hochstens 52.8% des
Innendrucks pg liegt.

Mit der Definition der Laval-Zahl La ldsst sich leicht eine Beziehung zwischen Mach-Zahl Ma und
Laval-Zahl La herleiten:

2

U 2

a a02

a? ap? a2’
Hieraus ergibt sich mit obigen Beziehungen

v+1

S e
T2z +(y—1)

und daraus durch Auflésen nach der Mach-Zahl

Ma? =

La?

2

A+l y—1l7.2
5 5 La

= 757
La?

_(,7_

1)’

Fiir Ma — oo geht La gegen den bereits genannten Wert Lagren,. Die Laval-Zahl La bleibt also, wie die
Geschwindigkeit u, im Unterschied zur Mach-Zahl immer endlich. Ma — oo ist gleichbedeutend mit
a — 0 (und damit T'— 0), wie man auch an der Energieellipse ablesen kann, und somit ein physikalisch
nicht realistischer Grenzfall.

Abhingigkeit von der Laval-Zahl

Ersetzt man in den Beziehungen T'/Ty = f(Ma) usw. die Mach-Zahl durch den Ausdruck Ma = f(La),
so ergibt sich

T -1 —1 71
- = 1—LLa2, 2 _ 11" 12
X T y+1 Po y+1
_1 3 _ 71
A 1—/7—La2 , 2 1_7 La? ’ .
aog y+1 00 y+1

Abhéngigkeit von der Maximalgeschwindigkeit

Ersetzt man in den Gleichungen T'/Ty = f(La) die Laval-Zahl La mittels

2

U v—1

Uy 71

2
La”,
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so erhalt man

T ) u? P 1 w? \ 71
To B ur2nax , Po B u12nax 7

11.3 Senkrechter Verdichtungsstoss

Wir betrachten einen Stromfaden mit konstantem Querschnitt A und fragen nach den Beziehungen
zwischen den Werten der Stromungsgrossen uq,pi, 01,71 usw. an einer Station x; und den Werten
Ug, P2, 02, To usw. an einer benachbarten, stromabwiirts gelegenen Station zo (Abbildung 11.3).

Stoss
[ ]
Ma1 > 1 Ma2 <1
_— pl pz E—
P P,
T T,

Abbildung 11.3: Senkrechter Verdichtungsstoss.

Die integralen Bilanzen fiir Masse, Impuls und Energie in einem mit dem Stoss mitbewegten Kontroll-
volumen, das durch die beiden Querschnittsflachen x = z; und * = x5 und den Mantel der Stromrohre
begrenzt ist, lauten (mit A; = As = A):

Kontinuitat: 01U1 = Q2U2
Impulserhaltung: Q1U12 +p1 = 92u22 + p2
Energieerhaltung:  hy + 3u1? = ho + Sug?.

Hinzu kommt die Zustandsgleichung in x; und z2. Seien nun die Werte in x; gegeben. Welche Losungen
sind in o moglich? Zum einen sicher der stetige Verlauf: us = uq,pe = p1, etc. Zum anderen lassen
die nichtlinearen Erhaltungsgleichungen aber auch unstetige Losungen zu: sprunghafte Anderungen der
Stromungsgrossen, sog. Verdichtungsstdsse (normal shocks). Solche Losungen kommen tatséchlich
vor, wobei die Stossdicke in einer realen Stromung nur einige mittlere freie Wegléngen der Gasmolekiile
betragt. Die Stromung iiber den Stoss hinweg ist allerdings nicht mehr isentrop.

Beziehungen zwischen den Zustinden vor und nach dem Stoss

Zunichst folgt aus dem Energiesatz, dass sich die Ruhetemperatur 7 iiber den Stoss hinweg nicht
andert: c, To1 + 0 = ¢, Th + ui/2 = ¢, To + u3/2 = ¢, Toe + 0, also gilt

Toz = Tor =T .

Daraus ergibt sich auch sofort die Konstanz der kritischen bzw. der Ruhe-Schallgeschwindigkeit, a.o =
41 = Qs bZW. ags = agi = ap-
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Die unstetige Losung erhilt man durch Umformen der Bilanzgleichungen. Insbesondere kann man die
Verhiéltnisse ug/u1, pa/p1 usw. als Funktion der Mach-Zahl Ma; vor dem Stoss darstellen. Dividiert
man die linke bzw. rechte Seite der Impulsgleichung durch die linke bzw. rechte Seite der Kontinuitéts-
gleichung und eliminiert p und ¢ durch die Schallgeschwindigkeit, so erhélt man

2 2 1

2 2
—_— = (u1a2 — uzal) .
Yu2 Yu1 Yui1u2

Eliminiert man weiter mittels der Energiegleichung die Schallgeschwindigkeiten vor und hinter dem
Stoss (a1 und a3), indem man als Referenzwert den kritischen Zustand vor dem Stoss verwendet, so
erhilt man die Prandtl-Relation:

Aus

2 2
U U U u u .

€ _ W _ W 1 U 12 = Lay? (vgl. Fig. 11.4)

01 U2 U2 Uy Uu2 [

folgt zum einen sofort, dass sowohl die Anderung der Dichte als auch der Geschwindigkeit iiber einen
Stoss begrenzt sein miissen, da die Laval-Zahl auch fiir Ma; — oo beschrankt ist. Der Grenzwert ist
0 _w

:—:La12 —
01 U2 v

1
7——’—1 (:L 6), Ma1 — 0Q.

Zum anderen ergibt sich sofort die Abhéingigkeit der Dichte- und Geschwindigkeitsinderung von
der Vor-Stoss-Mach-Zahl Ma,

uz _ o1 _ 2 1 v—1
w02 y+1Mai y+1°

Die relative Druckénderung iiber den Stoss ergibt sich zu

Sp_p2mp_ 2 2 )
D1 D1 v+1

und das Druckverhiltnis zu

p1 v+1

P2 2y o 7 —1 2y 2 :
—= = a] — =1+ - (Ma7 —1) . Fig. 11.4
R y+1 (Mai —1) (Fig )

Der Druck po hinter dem Stoss steigt also mit der Mach-Zahl Ma; steil an, vgl. Abbildung 11.4; bei
Ma; = 2 schon um den Faktor 4.5. Im Gegensatz zur Dichte wichst die Druckédnderung mit der Mach-
Zahl iiber alle Grenzen. Aus der aus der idealen Gasgleichung folgenden Beziehung

T _p o

T p1 oo

ldsst sich sofort die Temperaturinderung iiber den Stoss bestimmen als

TQ—(iMaf 7_1)( 2 1 +7_1). (Fig. 11.4)

T, \y+1 Cy+1) \y+1Ma2 Ty +1
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Die Entropiednderung erhilt man aus

2y , -1 2 1 v—1\" .
So — 81 =¢CyIn Ma7 — + . Fig. 11.5
2 [(7+1 ! 7+1) ('erlMa% v+1 (Fig )

Da nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik immer &g > 8j sein muss, konnen Stésse nur im
Uberschall (Ma; > 1) auftreten. Aus der Beziehung fiir die Druckinderung folgt dann mit Ma; > 1
sofort pa > p1, d.h. es gibt (unter den gemachten Voraussetzungen) nur Verdichtungsstésse und keine
Verdiinnungsstosse. Die Beziehungen zwischen den Stromungsgrossen vor und nach dem Stoss werden
als Rankine-Hugoniot-Beziehungen bezeichnet.

2 2 2
Fiir die Mach-Zahl May; nach dem Stoss gilt Ma3 = (ﬂ) (ﬂ) (ﬂ) . Setzt man die Schallge-

Ul al az
schwindigkeit des idealen Gases und die Stossbeziehungen fiir u, p und p ein, so erhélt man

14 (y—1)/2 - Ma? Ma? — 1
May = 2O D2 Moy Maiol (Fig. 11.4)
MaF—(v-D/2 1t 25 (e )

Da die Mach-Zahl vor dem Stoss Ma; immer grosser als 1 ist, ergibt sich aus dieser Beziehung fiir die
Mach-Zahl Mas nach einem senkrechten Verdichtungsstoss

Mas < 1.

Ein senkrechter Verdichtungsstoss fiihrt also stets vom Uberschall (May > 1) in den Unterschall.

Verhalten der Ruhegrissen iiber den Stoss

Es wurde bereits erwahnt, dass die Ruhetemperatur Tj iiber den Stoss hinweg unveréndert bleibt. Wegen
der idealen Gasgleichung p/o = RT folgt daraus auch, dass sich das Verhéltnis pp2/002 = po1/001 nicht
dndert. Die Ruhegrossen pg und gy selbst &ndern sich jedoch iiber den Stoss hinweg. Um das Verhalten
jeder einzelnen Grosse zu bestimmen, muss angegeben werden, auf welchem thermodynamischen Weg
der Aufstau vom Zustand vor bzw. hinter dem Stoss in den jeweiligen Ruhezustand u = 0 erfolgen soll.
Nimmt man hierfiir wieder Isentropie an, so ergibt sich unter Verwendung von

_1 _
S02 — So1 —In <@> ~—1 <@) y—1
R Po1 Qo1

sowie der Beziehung pga/po1 = 002/001 und dem obigen Ausdruck fiir den Entropiesprung s; — s1 die
Beziehung

1 ol

2 Tt 1) Ma;® \ 7" .

Q2 _ Po2 _ (1 + — (May? - 1)) ’ (M) . (Fig. 11.4)
Oo1  Po1 v+1 2+ (y—1)Ma,

Die Zustandsénderungen iiber den Stoss sind in Abb. 11.4 dargestellt. Es ist deutlich sichtbar, wie
der Ruhedruck pg iiber den Stoss bei hoheren Machzahlen Ma, (starken Stossen) stark abnimmt, auf
weniger als 50% bei Ma; > 2.5.
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6 /
A /
D2 A !
5 - Al ~ // R
LEN /
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U1 02 !
4t — == 7
U2 01> ’
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7/
7
7/
3 K 12 1
- T
P
2
2 — ]
-7 002 _ Po2
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1 =
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Abbildung 11.4: Zustandsdnderungen tiber einen senkrechten Verdichtungsstoss (y = 1.4). Tabellenwerte im
Anhang E.

Transsonischer Bereich

Im transsonischen Bereich (Ma; nur wenig grosser als 1) kann das Quadrat der Mach-Zahl vor dem
Stoss als Ma;? = 1+m mit 0 < m < 1 geschrieben werden. Fiir die Anderung der Entropie ergibt sich
dann durch Einsetzen in die obige Beziehung und Reihenentwicklung

So — 81 2y 1 2 3 3
= - =(Ma;” —1) +...=0(m?).
T )
Die Entropie nimmt also fiir schwache Stosse nur mit der dritten Potenz von m zu! Schwache Stosse
(m < 1) konnen daher in sehr guter Niherung als isentrop betrachtet werden, vgl. Abb. 11.5.

0.5 ; ; ,
—— Entropiednderung i
0.4F - - - Asymptotisches Verhalten E
- - 1. Glied der Reihen-
0.31 entwicklung um Ma; =1 B
!
0.2r / il
/
/
0.1F , i
;‘ /
I1& 0 T = =
& ‘ ,
-0.1F C 1
by
-0.2f o 1
(]
-0.3- Vol 1
(]
-0.4f V! ]
(]
-05 [ | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Ma1

Abbildung 11.5: Entropiednderung iiber einen senkrechten Verdichtungsstoss (v = 1.4)
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Zusammengefasst gilt fiir den senkrechten Verdichtungsstoss:

Der senkrechte Stoss fiihrt stets vom Uberschall (Ma; > 1) in den Unterschall (May < 1). Druck, Dich=
te, Temperatur und Entropie (Abb. 11.5) nehmen iiber den Stoss zu,IGeschwindigkeit, Mach-Zahl und
Ruhedruck nehmen ab.|Die Ruhetemperatur Ty und die kritische Temperatur T (und damit die Ruhe-
schallgeschwindigkeit ag und die kritische Schallgeschwindigkeit a..) bleiben unveréndert. Fiir schwache
Stosse (1 < May,nahe 1) sind Ruhedruckverlust und Entropiezunahme gering.

11.4 Stromung bei verdnderlichem Querschnitt

Wir betrachten einen Stromfaden mit verdnderlichem Querschnitt A(x), wobei « wieder die Bogenlénge
entlang des Stromfadens bezeichnet (Abbildung 11.1). Querschnittsinderungen miissen hinreichend
klein bleiben, damit die Stromungsgrossen als konstant iiber den Querschnitt des Stromfadens angesehen
werden konnen. Die Kontinuitdtsgleichung lautet

m=p-u-A=const.

Aus der Euler-Gleichung folgt durch Umformung des Druckgradiententerms

%:—MaQ-@
0 U

)

die relative Dichtednderung ist proportional der relativen Geschwindigkeitsinderung mit der Proportio-
nalitétskonstanten —Ma?. Bildet man den Logarithmus der Kontinuititsgleichung, leitet nach z ab und
setzt die Euler-Gleichung ein, so erhélt man einen Ausdruck fiir die relative Geschwindigkeitsinderung
in Abhéingigkeit von der relativen Querschnittséinderung (Flichen-Geschwindigkeits-Beziehung),

w_ 1 aa
u  Ma2—-1 A

Will man eine Beschleunigung der Strémung (Diise) erreichen, so folgt hieraus fiir den Querschnitts-
verlauf:

Ma < 1 = dA <0 = Querschnittsverengung
Ma =1 == dA=0 == konstanter Querschnitt
Ma > 1 = dA >0 == Querschnittserweiterung.

Im Gegensatz zum Unterschall fithrt also im Uberschall eine Querschnittserweiterung zur Beschleuni-
gung und eine Verengung zur Verzdgerung der Stromung! Fiir Ma = 1 muss die Querschnittsénderung
dA = 0 sein (wie im engsten Querschnitt), da sonst eine Singuléritit auftritt.

Laval-Diise

Durch Kombinieren dieser Teilergebnisse erhélt man die Stromung in der Laval-Diise (vgl. Abb. 11.6).
In einem konvergenten Einlass wird die Unterschallstromung beschleunigt, bis am engsten Querschnitt
Schallgeschwindigkeit erreicht ist (falls der Druckabfall ausreichend gross ist). Im nachfolgenden di-
vergenten Teil der Diise erfolgt die Beschleunigung auf Uberschallgeschwindigkeit. Der Druck p, im
Austrittsquerschnitt kann bei Uberschallstrémung vom Aussendruck p, abweichen (s. unten).

Diese Form der Geometrie ldsst sich geméss der obigen Betrachtung auch direkt aus der Kontinuitéats-
gleichung (h = ¢ - u - A = const) ableiten, wenn man die relative Dichteiinderung betrachtet. Im
Unterschall {iberwiegt die Geschwindigkeitszunahme die Dichteabnahme, so dass sich der Querschnitt
verengen muss, withrend im Uberschall die Dichteabnahme die Geschwindigkeitszunahme iiberwiegt, so
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dass sich dort der Querschnitt erweitern muss. Fiir Ma = 1 sind relative Dichte- und Geschwindig-
keitsénderung betraglich gleich.

Ersetzt man in der Differentialgleichung fiir die relative Geschwindigkeitsdnderung die Geschwindigkeit
u durch die Mach-Zahl Ma, so erhilt man folgende gewthnliche Differentialgleichung fiir die Mach-Zahl
Ma(x) bei gegebenem Querschnittsverlauf A(z)

dMa 1+ 5t Ma? dA

Ma  Ma2—1 A

Diese ldsst sich mit der Randbedingung, dass im kritischen Querschnitt A, (engster Querschnitt der
Laval-Diise) Schallzustand vorliegt, integrieren zu der Flichen-Mach-Zahl-Beziehung

A_ 1 a1 K]
bzw. A_*iLa {1 5 (La 1)}

(Abbildung 11.7). Die Beziehung lisst sich auch ohne Riickgriff auf die obige Differentialgleichung direkt
aus der Kontinuitétsgleichung und den Beziehungen in 11.2 fiir den isentropen Stromfaden herleiten.
Aus ouA = g, us A, und u, = a, folgt

A Las O . 2 \71 —1 BRI
A O 0x Q0 Gk [ 2 1 T 2 L=
Ac  ou 00 0 u y+1 2

und mit der in 11.2 hergeleiteten Beziehung

1 y-1 1 1+ 27 Ma?

T2 A4l a2 2 Vg2

schliesslich die Flichen-Mach-Zahl-Beziehung (s. oben).

Denkt man sich die Flachen-Mach-Zahl-Beziehung invertiert, so erkennt man die bemerkenswerte Tat-
sache, dass die Mach-Zahl Ma(z) allein vom lokalen Flichenverhéltnis A(x)/A. bestimmt ist. Aus
den lokalen Werten von Querschnittsfliche und Machzahl ldsst sich der kritische Querschnitt A, des
Stromfadens angeben, unabhéngig davon, ob dieser im konkreten Fall tatséchlich vorkommt.

Aus der Kontinuitétsgleichung (1 = g-u-A = const) ist damit auch eine Gleichung fiir die Stromdichte
m/A = o -u in Abhéngigkeit von der Mach-Zahl Ma bzw. der Laval-Zahl La gewonnen:

ou Ay
05U A~

Die Stromdichte erreicht ihren kritischen Wert - welcher zugleich der maximal mdogliche ist - also nur
am engsten Querschnitt, dem Diisenhals (vgl. Abbildung 11.7).

Schallgeschwindigkeit kann in der Laval-Diise nur im engsten Querschnitt auftreten. Sie muss jedoch
nicht notwendigerweise erreicht werden: auch reine Unterschallstrémungen sind bei entsprechenden Ein-
und Ausstrémbedingungen moglich (vgl. entsprechende Losungskurven in Abb. 11.6).
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p/po |

0.528
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\

Abbildung 11.6: Stréomung in der Laval-Diise. Von oben nach unten: Konturverlauf, Druckverlauf und Machzahl-
verlauf. A...F markieren den Verlauf des Drucks und der Mach-Zahl bei sukzessiv abgesenktem Aussendruck
Pa-

0.8 ] 08 |
3* 0.6 3* 0.6
T 04l ] T 04l
02t ] 02 |
0 ‘ 0 ‘
0 1 2 0 1 2 3 4 5
La Ma

Abbildung 11.7: Fldchenverhéltnis A./A bzw. Stromdichte pu/p.u. als Funktion der Laval-Zahl La bzw. der
Mach-Zahl Ma (v = 1.4). Tabellenwerte fiir A/A. im Anhang E.

Wie bereits oben erldutert, ist fiir eine Beschleunigung bei Unterschallgeschwindigkeit (Ma < 1) eine
Querschnittsverengung (dA < 0) und bei Uberschallgeschwindigkeit (Ma > 1) eine Querschnittserwei-
terung (dA > 0) notig. Im Schallzustand (Ma = 1) ist ein konstanter Querschnitt (dA = 0) erforderlich.
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Das Verhéltnis po/p, von Kesseldruck zu Aussendruck beeinflusst die Stromung ganz wesentlich, wie wir
noch im Einzelnen diskutieren werden. Einige allgemeine Aussagen tiber den Verlauf der Losungskurven
Ma(x) (Abbildung 11.6) sind:

e Es sind reine Unterschall-, reine Uberschallstromungen und solche mit Schalldurchgang (Ma = 1)
im engsten Querschnitt moéglich.

e Alle im Unterschall beginnenden Kurven gehen durch den Ursprung des Koordinatensystems, der
dem Kesselzustand (u = 0, p = pg) entspricht.

e Am engsten Querschnitt ist du = 0, solange Ma # 1 ist (dA = 0 in der differentiellen Flidchen-
Geschwindigkeits-Beziehung).

e Fiir Ma = 1 ist du unbestimmt, mit Ausnahme des engsten Querschnittes. Dort liegt ein Ver-
zweigungspunkt vor: die Losung kann, je nach Aussendruck p,, auf zwei verschiedenen Kurven
fortschreiten: zuriick in den Unterschall, oder weiter beschleunigt auf Uberschall.

Hieraus lassen sich dann qualitativ die verschiedenen Strémungszustinde beschreiben, wie sie in
der Laval-Diise bei sukzessiver Absenkung des Aussendrucks oder “Gegendrucks® p, (d.h. des Umge-
bungsdrucks ausserhalb der Diise) unter den Kesseldruck py auftreten konnen, (Félle A - F, s. Abb.
11.6 ). Zu beachten ist, dass der Druck p. am Ende der Diise in bestimmten Fillen vom vorgegebenen
Umgebungsdruck p, abweicht (siehe unten).

Pa = po: Gegendruck gleich Kesseldruck, keine Stromung.

Do = pa: In der ganzen Diise herrscht Unterschallstromung, die hochste Geschwindigkeit liegt im
engsten Querschnitt vor, p. = p,.

Po = pp: Im engsten Querschnitt wird zum ersten Mal Schallgeschwindigkeit erreicht, aber nicht
iiberschritten; p. = p,. Der Massenstrom hat sein Maximum erreicht, das bestimmt ist durch den
Kesseldruck pg und die engste Querschnittsfliche A,. Er lidsst sich auch durch weitere Absen-
kung von p, nicht erhéhen: die Diise ist ,,gesperrt® (choked flow). Die Stromung stromauf vom
Diisenhals ,reagiert nicht mehr auf die Verhéltnisse stromab davon.

Pa = pc: Weiteres Absenken des Gegendruckes fiihrt dazu, dass die Stromung zunéchst der Losungs-
kurve durch Ma = 1 in den Uberschall folgt. Diese wiirde jedoch auf den zu geringen Druck
Pe = pr am Austritt fithren. Eine stetige Losung ist hier nicht mehr moglich: es kommt zu einem
senkrechten Verdichtungsstoss im divergenten Teil der Diise, der die Stromung auf Unterschall
verzogert derart, dass in der daran anschliessenden isentropen Stromung der vorgegebene Gegen-
druck am Ausstromquerschnitt gerade erreicht wird, p. = pc.

Pa = pp: Bei weiterer Druckabsenkung wandert der Stoss in Richtung Diisenende, fiir p, = pp liegt
er am Diisenende, p. = pq-

pE < Pa < pp: Ab dem Diisenhals liegt eine isentrope Uberschallstromung vor. Der Druck p. am
Diisenende ist gleich pg und liegt damit unter dem Umgebungsdruck p,, die Uberschallstrémung
in der Diise reagiert nicht mehr auf die ausserhalb der Diise vorliegenden Bedingungen. Die
Diisenstromung wird als giiberexpandiert) bezeichnet. Die Kompression auf p, erfolgt im Strahl
ausserhalb der Diise durch schiefe Verdichtungsstosse (siehe Kap. 11.5), die vom Diisenende aus-
gehen.

Pa = Pe = pg: Dieser Zustand bezeichnet den Grenzfall der ideal angepassten Laval-Diise: ein paral-
leler Uberschallstrahl tritt aus der Diise aus.

Pa = PF, Pe = PE > Pa: Ab dem Diisenhals liegt eine isentrope Uberschallstromung vor, und bei
noch weiterer Druckabsenkung von p, unter pg ist die Diisenstromung §unterexpandiert und es
kommt ausserhalb der Diise zu einer ficherformigen Expansion des austretenden Strahles (vgl.
Kap. 11.6).
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Abbildung 11.8 zeigt den qualitativen Verlauf der Stromungsgrossen in einer Laval-Diise fiir den Fall,
dass ein senkrechter Verdichtungsstoss im divergenten Teil auftritt (p, = pc).

\
u i
u.=a,
U1 -
P
P, —
T Tk
1
T* I —— -
PA
P,
—
Si
$4
Tok
Toq

-

Abbildung 11.8: Verlauf der Strémungsgrdssen in einer Laval-Diise im Fall p, = pc (nach Schade-Kunz). Der
Index ,1“ kennzeichnet hier die Werte in der markierten Zustréomebene.

11.5 Schiefer Verdichtungsstoss

Parallele Uberschallstrémungen kénnen durch Kompression oder Expansion in eine neue Richtung um-
gelenkt werden. Wir betrachten zunichst die Umlenkung einer parallelen Uberschallstromung an einer
konkaven Ecke, etwa durch eine in den Stromungsweg hineinragende Rampe mit Winkel 6 (Abbildung
11.9), oder an einem beiderseits symmetrisch umstromten Keil mit Winkel 26. Sie erfolgt durch einen
schiefen Verdichtungsstoss (oblique shock). Man bezeichnet 8 als den Stossfrontwinkel und 6 als
den Umlenkwinkel der Stromung. Stets ist 5 > 6.
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Stoss

Abbildung 11.9: Schiefer Verdichtungsstoss an einer Rampe

Durch folgende Uberlegungen konnen die Stosslésungen fiir den schiefen Verdichtungsstoss sofort aus
den Losungen fiir den senkrechten Stoss gewonnen werden. Stellt man sich einen senkrechten Stoss, der
im Rahmen der hier giiltigen Stromfadentheorie unendlich ausgedehnt ist, mit einer konstanten Tangen-
tialgeschwindigkeitskomponente v iiberlagert vor, so sagt die Galilei-Invarianz der Grundgleichungen,
dass die Losung im parallel zum Stoss bewegten System dieselbe ist wie diejenige im ruhenden System,
bis auf die konstante Translationsgeschwindigkeit parallel zum Stoss. Mit Hilfe einfacher geometrischer
Beziehungen lassen sich die Stosslosungen fiir den senkrechten Verdichtungsstoss dann iibertragen, wie
nachfolgend angegeben. Eigenschaften des schiefen Verdichtungsstosses sind dem zufolge:

e Die einzelnen Stromlinien werden an der Stossfront sprungartig um den Winkel # umgelenkt und
laufen dahinter in der neuen Richtung parallel (in Richtung der abgeknickten Wand in Abb.
11.9) weiter. Vor dem Stoss und nach dem Stoss sind die Strémungsgréssen jeweils konstant
(Parallelstréomung).

e Die zur Stossfront parallele Tangentialkomponente v der Geschwindigkeit bleibt iiber den Stoss
hinweg unverdndert (w bezeichnet den Geschwindigkeitsbetrag in der jeweiligen Stromlinienrich-
tung).

e Die Normalkomponente u der Geschwindigkeit &ndert sich iiber die Stossfront gemdss den Geset-
zen fiir den senkrechten Verdichtungsstoss.

e Fiir die Zustandsdnderung des Gases {iber den Stoss hinweg ist nur die Normalkomponente u der
Geschwindigkeit massgeblich.

Zusténde vor und nach dem Stoss werden wieder mit den Indizes ,,1¢ und ,2“ gekennzeichnet. Die
Mach-Zahlen der Stromung vor und nach dem Stoss sind dementsprechend
w2

w1
Ma1 = —, Ma2 = —.
ai az

Hinter einem schiefen Verdichtungsstoss ist, im Gegensatz zum senkrechten Verdichtungsstoss, auch
Uberschallgeschwindigkeit (Mas > 1) moglich. Man definiert die Normalen-Mach-Zahlen vor und
nach dem Stoss geméss

Man = —X=Masing (>1),
ai
Mayny = 92— Ma, sin(8 —60) (stets < 1).

ag



11 Kompressible Strémungen

111

Die Stosslosungen in Abhéngigkeit von der Normalen-Mach-Zahl Ma,,; erhélt man, indem man in den
Beziehungen fiir den senkrechten Stoss aus Kapitel 11.3 Ma; durch Ma,; ersetzt. Sie lauten also:

uz 2 1 v—1

w Y+ 1Ma2,  ~+1

02 U1< 2 1 ’Yl>1

o1 us \y+1Mada2, ~+1

P2 2y e oyl

pi SR

T _ 2y 2 -1 2 1 v—1
Ty Y1 A1) \y+ 1 Ma2, v+ 1

Der senkrechte Verdichtungsstoss ordnet sich als der Sonderfall 8 = 0°, 3 = 90° ein.

Aus der Beziehung zwischen den Normalkomponenten w1 und us vor und nach dem senkrechten Stoss
und trigonometrischen Beziehungen erhélt man die ,,0-5-Ma-Relation“ (s. Kundu et al.),

tanf = 2

Ma?sin® § — 1

Ma?(y + cos2f3) + 2

cot 3.

Diese Beziehung wird im sogenannten Stossdiagramm (in Abbildung 11.10 fiir die Mach-Zahlen
May = 1.1, 1.5, 2, 3, 4 und oo) graphisch dargestellt. Daraus lassen sich eine Reihe von Eigenschaften

ablesen:

e Fiir jede Mach-Zahl Ma; gibt es einen maximalen Umlenkwinkel 6., der mit der Mach-

Zahl May ansteigt. Der grosstmogliche Umlenkwinkel fiir Ma; — oo liegt bei Omax =~ 45°. Ist
der geometrische Keilwinkel grosser als Opax(Maq), so existiert kein geradliniger schiefer Verdich-
tungsstoss, sondern der Stoss ist gekriimmt und vom Kérper abgehoben (detached shock). Dies
trifft generell fiir stumpfe Korper in Uberschallanstrémung zu, wo der effektive lokale ,, Keilwinkel
im Staupunkt 90° betragt.

Fiir jeden Umlenkwinkel 6 < 0. gibt es zwei mogliche Stosswinkel 8. Die zum grosseren 3
gehorige Losung wird als starke Losung (strong shock solution), die zum kleineren f als schwa-
che Losung (weak shock solution) bezeichnet. Welche Losung sich einstellt, hingt vom Druck
hinter dem Stoss ab (starke Losung bei hoherem Druck). In den meisten Féllen tritt die schwache
Losung auf, die geringere Anderungen iiber den Stoss hinweg als die starke Losung aufweist. Im
Grenzfall # = 0 mit verschwindender Umlenkung ist entweder 8 = 90° und die (starke) Losung
entspricht dem senkrechten Stoss, oder (schwache Losung) (B ist gleich dem Machschen Winkel:
sin 8 = 1/Ma;. (Der Machsche Winkel definiert den Machschen Kegel, der die Einhiillende
fiir die Wellenfronten bei der Ausbreitung kleiner Storungen ausgehend von einer punktformigen
Storquelle - Schallwellen - bildet).

Fiir die starke Losung ist Mas < 1 wie beim senkrechten Stoss, fiir die schwache Losung bleibt die
Stromung im Uberschall (Mag > 1), ausser fiir einen kleinen Streifen nahe der Kurve 6 = 0pax.

e Wird die Anstrom-Mach-Zahl Ma; > 1 bei festgehaltenem Keilwinkel 6 abgesenkt, so steigt der
Stossfrontwinkel 8 (im gewohnlich vorliegenden Fall der schwachen Losung) an, bis der Wert Ma;
mit Oax(May) = 6 erreicht ist. Bei noch weiterer Absenkung von Ma, existiert keine Losung
mehr, und der Stoss hebt vom Keil ab, wie bereits erwahnt.
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““““““““““

Ma; = <

___ starke Losung

20 — schwache Losung B

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0/°

Abbildung 11.10: Stossdiagramm fir den schiefen Verdichtungsstoss mit Umlenkwinkel 0, Stossfrontwinkel (3,
Mach-Zahlen Mai vor bzw. Mas hinter dem Stoss und mazimalem Umlenkwinkel Omax. Darstellung mit feinerer
Auflésung in Anhang E.

11.6 Prandtl-Meyer-Expansion

Das ,,Gegenstiick“ zur Umlenkung der Uberschallstromung durch einen schiefen Verdichtungsstoss ist
die Umlenkung an einer konvezen Ecke durch die sogenannte Prandtl-Meyer-Expansion, Abb. 11.11.

vordere Machsche Linie

—
May / hintere Machsche Linie
T . 1
. S vy = W
1
. 1
MCLQ Sl (v = M—a2

Abbildung 11.11: Prandtl-Meyer-Expansion an einer konvexen Ecke

Die Eigenschaften der Prandtl-Meyer-Expansion sind in Stichworten:

e Gegenstiick zum schiefen Verdichtungsstoss; Mas > Mag, ps < p1, 02 < 01, I5 < T}. Die Uber-
schallstromung wird durch die Expansion auf eine héhere Machzahl beschleunigt.

e Es liegt eine im Eckpunkt zentrierte Expansion vor (,Expansionsficher), die aus einer konti-
nuierlichen Folge von Machschen Wellen zwischen den beiden durch Ma; und Mas bestimmten
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Machschen Winkeln «; und ag (s. Abb. 11.12) besteht. Die Zustéinde sind lings jeder Mach-
schen Linie des Féchers konstant, &ndern sich aber von Linie zu Linie: die Stromung expandiert
kontinuierlich von Ma; auf May. Im Eckpunkt liegt demzufolge eine Singularitit vor.

e Jede Machsche Welle innerhalb des zentrierten Expansionsfiachers lenkt die Strémung um einen
differentiellen Winkel df um. Dieser Vorgang ist stetig und isentrop» Eine Stromlinie durch den
Fécher ist stetig gekriimmt.

e Stromab der hinteren Machschen Linie liegt wieder eine zur Wand (Wandstromlinie) parallele
Uberschallstrémung vor.

Durch geometrische Uberlegungen (z.B. Kundu et al. [8] Kap. 15.9) lasst sich folgende Beziehung
zwischen dem differentiellen Winkel df und der differentiellen Anderung dMa der Mach-Zahl herleiten:

do

Mz —1 1 d
_ VA T AMa— Ma) - dM
1+ 51 0Ma2 Ma" g ” Ma) - dMa,

wobei v(Ma) die Prandtl-Meyer-Funktion

(Ma) = Mo /M2 -1 dM
v a = . 1+7771M2 i

1 —1
= pay arctan 7—(Ma2 — 1) — arctany/ Ma? — 1
v—1 v+1
bezeichnet. Thr Verlauf ist in Abb. 11.12 darstellt. Sie ist monoton steigend und somit umkehrbar
eindeutig. Durch Integration zwischen den Zustédnden ,1“ und ,,2“ vor und nach der Expansion erhélt

man also mit 8 = 07 — 05

0 = v(Masz) — v(May) .

90
o, v[°]}
80 '.I

70 1

60

v(Ma)

50

40

30

20

Abbildung 11.12: Machscher Winkel o und Prandtl-Meyer-Funktion v(Ma), v = 1.4. Tabellenwerte in Anhang
E.

Der Prandtl-Meyer-Winkel 6 = v(Masy) — v(Ma;) ist derjenige Winkel, um den eine Uberschall-
stromung mit Mach-Zahl Ma; umgelenkt werden muss, um sie auf die Mach-Zahl Mas zu beschleunigen.
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Fiir Ma > 1 existiert immer ein eindeutig definierter Wert fiir v. Dieser strebt fiir Ma — co monoton
gegen

s v+1 o
max — 5 —— — 1) =1 130.5°.
17 2< po— ) . 130.5

(Allerdings ist das Modell des idealen Gases i. a. nur fiir Ma < 5 anwendbar.)
Fiir das Druck- bzw. Temperaturverhéltnis iiber die Expansion erhélt man entsprechend den Beziehun-
gen fiir den isentropen Stromfaden

0
pr  [(1+2F7Ma?\"™ T, (1427 Ma}
pr \ 1+ 5 Ma3 T \1+ %5 M3 )
Die in Abb. 11.11 dargestellte Strémung, die ja isentrop ist, kann auch in umgekehrter Richtung durch-

laufen werden. Sie beschreibt dann eine allmé&hliche, stossfreie isentrope Kompression an einer -
durch die Auswahl einer Stromlinie definierten - stetig gekriimmten Wand (Anwendung bei isentro-
pen Einlaufdiffusoren fiir Triebwerke von Uberschallflugzeugen). Denkt man die umgekehrte Parallel-
stromung auch unterhalb der abgeknickten Wand fortgesetzt, so erhélt man dort wieder den von der
Ecke ausgehenden schiefen Verdichtungsstoss.

Aus den beiden Bausteinen , Schiefer Verdichtungsstoss“ und ,, Prandtl-Meyer-Expansion® lassen sich
ebene Uberschallstrémungen um einfache Konfigurationen zusammensetzen (sogenannte , shock-expan-
sion-theory®). Fiir die Uberschallstrémung um diinne Profile bei kleinen Anstellwinkeln hat J. Ackeret
1925 eine linearisierte Theorie entwickelt, die auf einfache analytische Ausdriicke fiir Widerstand und
Auftrieb fiihrt (Ackeret-Formeln).

Beispiel: Angestellte Platte in Uberschallstrémung

Wir betrachten eine mit kleinem Winkel @ angestellte Platte in Uberschallstromung Mao, > 1 (vgl.
Kundu et al. [8] Kap. 15). Die von der Vorder- und Hinterkante ausgehende Umlenkung der Strémung
erfolgt durch schiefe Verdichtungsstosse bzw. Prandtl-Meyer-Expansionsficher (siehe Abbildung 11.13).

Abbildung 11.13: Angestellte Platte in Uberschallstrémung

Durch Analyse der Druckverldufe auf beiden Seiten der Platte ergeben sich die wirkenden Kréfte,
Auftrieb F4 und Widerstand Fyy, dimensionslos (mit L - b = Fliche der Platte) zu

- Fa 4o
“T Tl JMa 1
Fuy do? , Masw>1, ak 1.
W= §u§oLb - Ma2, —1
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In einer reibungsfreien Uberschallstromung ergibt sich fiir eine angestellte Platte also (wie auch fiir
allgemeinere umstromte Korper) ein endlicher Widerstand, cy # 0. Dieser Widerstand wird als (Wel-
lenwiderstand (engl: wave drag) bezeichnet. Die Arbeitsleistung durch diesen Widerstand entspricht
der Entropieerhthung in den mit der Umstréomung verbundenen Verdichtungsstossen. Es besteht eine
Analogie zum Wellenwiderstand eines Schiffs, das schneller als die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Oberflichenwellen fahrt und so ein System von Bugwellen mit sich zieht. Der Wellenwiderstand tritt zu
den tibrigen Widerstandsanteilen wie Reibungswiderstand, Druckwiderstand durch Strémungsablésung
und induziertem Widerstand hinzu, weshalb der Uberschallflug eine wesentlich héhere Antriebsleistung
erfordert.

11.7 Einfluss der Reibung

Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch auf den bisher vernachléssigten Einfluss der Reibung in kompres-
siblen Stromungen eingegangen, und zwar exemplarisch fiir zwei einfache Félle einer Aussenstromung
(Grenzschicht) und einer Innenstromung (Rohr). Wegen der Reibungsverluste ist die Stromung zwar
nicht mehr isentrop, sie lasst sich aber dhnlich behandeln wie zuvor im isentropen Fall.

Kompressible Grenzschichtstromung

An umstromten Korpern bilden sich in einer realen Stromung aufgrund der Haftbedingung an der
Wand Grenzschichten aus. Analog zum inkompressiblen Fall werden die kompressiblen Grenzschicht-
gleichungen durch Vereinfachungen aus den Navier-Stokes-Gleichungen abgeleitet. Der Druck wird der
Grenzschicht von aussen aufgepréigt und ist somit konstant iiber die Grenzschicht (g—z =0, p =p(x)).
Neu muss bei kompressibler Strémung die Temperaturabhiingigkeit der Viskositéit u(7') beriicksichtigt
werden.

Die Aussenstromungsdaten u.(z), pe(z), Te(z) konnen, solange die Grenzschicht nicht ablost, reibungs-
frei berechnet werden durch Losen der Euler-Gleichung oder ggf. als Potentialstromung. Die differentiel-
len Erhaltungsgleichungen fiir Masse, x-Impuls und Energie in der laminaren Grenzschicht lauten
(stationdr):

0 0

%(guHa—y(ev) =0
ou w0 [ on
an Qay N or 0Oy May
O 0 (pon) | (ou)’
s Qay 9z Oy \ Proy . oy)

Die Viskositdt gehorcht dem Sutherlandschen Gesetz

AT3/2

wT) = T+S

mit den empirischen Konstanten A und S,

kg

_ .10~ 6 >
A=146-10"°——=—7p,

S =110.3K, fiir Luft .

Pr = c,u/X ist die Prandtl-Zahl. Die Randbedingungen werden an der Oberfliche des umstréomten
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Kérpers (y = 0) sowie am Grenzschichtrand (y = ) gestellt:

u=te I'=T fir y=¢
uzv:o .. .
T:Twoderg—zzf% } fir y=0,

wobei A die Warmeleitfahigkeit und ¢, eine vorgegebene Wandwérmestromdichte bezeichnet.

Abbildung 11.14 skizziert die Situation bei wirmeisolierter Wand fiir die Prandtl-Zahl Pr = 1. Fiir
diesen Fall kann man nach Crocco und Busemann zeigen, dass die Energie ¢,T + u?/2 auch iiber
die Grenzschicht hinweg konstant ist (wie bereits entlang einer aus der reibungsfreien Anstrémung
kommenden Stromlinie am Grenzschichtrand), also

2

boT e _p L Ve (11.3)
= const = 1¢ “dooT 5 = : ’
2¢, 2¢, 2¢, 0

Die ,Recovery-Temperatur” (Temperatur der wirmeisolierten Wand) 7). ist also gleich der Ruhe-
oder Staupunktstemperatur,

2

Ze—1, (Pr=1). (11.4)

T’l“ = Te
+ 2¢p

Fiir Prandtl-Zahlen Pr # 1, aber in der Nihe von 1 (wie bei Gasen der Fall) gilt die Ndherungsformel

2
T, =T, +1- —° (11.5)
2¢p

mit 7 ~ Pr!/2 fiir eine laminare und r &~ Pr!/3 fiir eine turbulente Grenzschicht. Die Wandtemperatur
der stationdren Grenzschicht stellt sich gerade so ein, dass die in der Grenzschicht durch Dissipation
erzeugte Warme mittels Konvektion und Wéarmeleitung nach aussen transportiert wird, Abb. 11.14.

Warmequellen-

verteilung der Transport
ou

Starke M(a—y)2 durch Strémung

faainati Warme-
(Dissipation) leitung L»

Abbildung 11.14: Geschwindigkeits - und Temperaturverlauf in einer kompressiblen Grenzschicht mit adiabater
Wand, Pr = 1.

Abbildung 11.15 zeigt den Verlauf von Geschwindigkeit v und Temperatur 7" in einer kompressiblen
laminaren Grenzschicht ohne Druckgradienten fiir den Spezialfall einer adiabaten Wand (g, = 0 und
damit ‘g—z = 0 bei y = 0) bei drei verschiedenen Mach-Zahlen. Wegen der Energiedissipation steigt die
Temperatur zur Wand hin mit zunehmender Mach-Zahl auf ein Mehrfaches der Aussentemperatur T,
am Grenzschichtrand an.
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Abbildung 11.15: Verlauf von Geschwindigkeit w und Temperatur T in einer kompressiblen laminaren Grenz-
schicht an einer adiabaten Wand bei verschiedenen Mach-Zahlen und Pr = 0.72 (nach Wilcox [26]).

Fiir das mittlere turbulente Geschwindigkeitsprofil erhélt man weiterhin das bekannte logarithmische
Wandgesetz, wenn man bei der Mittelwertbildung mit der lokalen Dichte gewichtet (sog. Favre-Mittel)
und zur Bildung der universellen Variablen die Dichte und Viskositét an der Wand verwendet. Fiir eine
ausfiihrlichere Behandlung kompressibler Grenzschichten sei hier auf Wilcox [26], Kap. 15.6, White [28§],
Kap. 7 oder Schlichting & Gersten [19] verwiesen.

Fanno-Strémung

In Stromungskanélen veridndert die Haftreibung (Wandschubspannung) den Strémungsverlauf. Der Spe-
zialfall einer eindimensionalen, stationdren, adiabaten, reibungsbehafteten Stromung in einem Rohr bzw.
einer Leitung (engl. duct) mit einem in Strémungsrichtung konstanten Querschnitt A von beliebiger
Form, bei der die Wirkung der Wandschubspannung 7,, pauschal durch einen Kraftterm in der Im-
pulsgleichung reprisentiert wird, wird als Fanno-Stréomung bezeichnet (Abb. 11.16). Die Strémungs-
grossen werden als iiber den Querschnitt gemittelt (und somit konstant) angesehen. Die Stromung ist
adiabat, wegen der Reibungsverluste aber nicht mehr isentrop.

Abbildung 11.16: Reibungsbehaftete Stromung im Rohr

Fiir eine kurze Diskussion der Ergebnisse der Fanno-Stromung sei auf Kundu et al. [8] Kap. 15.8, fiir
eine ausfiihrlichere Herleitung auf Wilcox [26], Kap. 15.2 oder Anderson [1] verwiesen.

Aus der Konstanz der Totalenthalpie hg = ¢,Tp = ¢,T + u?/2 folgt fiir die Anderung in Strémungs-
richtung x

dh ~Ma? Tds

—_— =T —. 11.
dr Ma?2 -1 dz (11.6)
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Da nach dem 2. Hauptsatz die Entropie nicht abnehmen kann, muss die Enthalpie h = ¢,T in
Stromungsrichtung bei Uberschallstrémung zunehmen und bei Unterschall abnehmen. Dementspre-
chend wird die Uberschallstromung verzogert und die Unterschallstrémung beschleunigt, damit die
Totalenthalpie jeweils konstant bleibt. Dieser Verlauf lisst sich gut am Mollier-Diagramm (h iiber s
aufgetragen) verfolgen, Abb. 11.17. Die eingezeichnete Fanno-Kurve! beschreibt einen typischen Ver-
lauf von h(s) fiir eine Fanno-Stromung. Die Fanno-Kurve fiir einen gegebenen Querschnitt A, Massen-
strom 7 und eine Totalenthalpie hg erhélt man durch Einsetzen der Kontinuitétsgleichung u = 1/ (0A)
in die Energiegleichung,

u? 1 [\

und Verwendung der Zustandsgleichung. Sie hat einen unteren (Uberschall-) Ast mit dh > 0 und du < 0
und einen oberen (Unterschall-) Ast mit dh < 0 und du > 0, die durch den kritischen Punkt (Ma = 1)
getrennt sind, wo die Entropie ihr Maximum annimmt. Auf beiden Asten kann sich die Strémung nur
in Richtung auf den kritischen Punkt hin bewegen (ds > 0).

Die thermodynamischen Grossen, bezogen auf kritische Grossen der reibungsbehafteten Rohrstromung
(die definitionsgemiiss im kritischen Punkt bei Ma = 1 auftreten), ergeben sich fiir die Fanno-Strémung
als Funktion der lokalen Mach-Zahl Ma zu

p 1 v+1 5

pe  Ma |2+ (y—1)Ma?

o 1 [24(y—-1)Ma? z

Ox " Ma v+1

T v+1

T, 2+ (v — 1) Ma?

Y41

po 1 [24(y—1)Ma?]?0D
pox  Ma y+1 ’

hi

oV

Abbildung 11.17: Fanno-Kurve im Mollier-Diagramm

INach G. Fanno, Diplomarbeit an der ETH Ziirich, 1904
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Wir unterscheiden die beiden Fille der Uberschall- und Unterschalleinstrémung.

o Uberschalleinstrémung (Ma; > 1):

Die Einstromung sei durch die Bedingungen (Majusw.) im Punkt a in Abb. 11.17 gegeben. Je-
der Punkt auf dem Losungsast, etwa der Punkt b, entspricht einer bestimmten Lauflinge x bzw.
Rohrléange L. Die Mach-Zahl May der Stromung im Rohr nimmt ab mit zunehmender Lauflénge,
bis sie - wenn das Rohr lang genug ist - May = 1 erreicht (gesperrte Stromung bei der kritischen
Léange L.); Druck, Dichte und Temperatur nehmen in Strémungsrichtung zu. Es ist somit

Masz < May, uz < ui, p2 > p1, To >T1, 02 > 01.

Die Stromung kann nicht iiber die durch die Einstrombedingungen bestimmte kritische Lange L.,
hinaus fortgefiihrt werden, ohne diese Einstréombedingungen zu verdndern, d.h. sie entsprechend
einem Punkt links vom Punkt a auf der Losungskurve anzupassen. Wiirde das Rohr iiber L,
hinaus verldangert und die Einstrombedingungen wiirden nicht angepasst, so wiirde die Stromung
iiber einen senkrechten Stoss (unter Entropiezunahme) in den Unterschall (oberer Lisungsast,
etwa zum Punkt d) springen.

e Unterschalleinstrémung (Ma; < 1):

Hier befinden wir uns auf dem oberen Losungsast, etwa beginnend im Punkt ¢. Die Mach-Zahl
Magy der Stromung nimmt mit zunehmender Lauflinge zu, bis der Wert Mag = 1 erreicht und die
Stromung gesperrt ist, wenn das Rohr lang genug ist. Es gilt nun

Mas > May, uz > w1, p2 <p1, To <T1, 02 < 01.

Interessanterweise geht also die Hinzunahme der Reibung hier mit einer Beschleunigung der
Stromung einher, entgegen unserer Erwartung, dass generell die Reibung eine Stromung abbremst.
Die Erklidrung liegt darin, dass zur Uberwindung des Reibungswiderstands ein Druckabfall in
Stromungsrichtung vorliegen muss, und dessen beschleunigende Wirkung iiber die verzdgernde
Wirkung der Reibung dominiert.

Zusammengefasst: Die Reibung verzigert eine Uberschall- und beschleunigt eine Unterschallstrémung
im Rohr konstanten Querschnitts und treibt so die Stréomung stets in Richtung Ma = 1. Die beiden
Aste der Fanno-Kurve in Abb. 11.17 sind strikt getrennt. Es ist nicht maglich, iiber den kritischen
Punkt (s = Smax, Ma = 1) hinweg vom einen Ast auf den anderen zu gelangen - dies wiirde den 2.
Hauptsatz verletzen.

Zum Abschluss sei erwdhnt, dass eine kompressible Stromung durch ein Rohr konstanten Querschnitts
dhnlich wie durch Reibung auch durch Wirmezufuhr verindert werden kann (sogenannte Rayleigh-
Strémung, Rayleigh-Kurve im Mollier-Diagramm), wobei ganz analoge Phénomene auftreten wie gerade
fiir die Fanno-Stromung besprochen (siehe die oben fiir die Fanno-Strémung angegebene Literatur).
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Anhang A

Grundlagen der Vektor- und Tensoralgebra

A.1 Einsteinsche Summenkonvention

Komponenten der Vektoren werden mit Indizes geschrieben, wobei gilt, daf} iiber einen Index, der in
einem Term zweimal vorkommt, summiert werden muss.
Beispiele:

® Uu;; = Uil + U2z + uss

e Laplace-Operator eines Skalars:

000 _ a2 o
Ox; Ox; 0z} 023 0%

= Aa
o Vektorprodukt:
U XV = €UV

wobei €, die folgenden Eigenschaften hat:

1 falls djk = 123,231 oder 312
€ijk = 0 falls zwei Indizes identisch sind
—1 falls ijk = 321,213 oder 132

A.2 Differentialoperatoren

Nabla-Operator

In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7

0 0

V=e¢ 9 +e,— te, —
= F9r Yoy 7Oz
In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, z)”
0 10 0
ng,.—r + g 790 JFQI%

Divergenz eines Vektors
divu=V-u

In kartesischen Koordinaten z = (x,y, 2)”

\Y4 —%4,@4,8_10
~ 4= 5 oy 0z

In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, z)”

10 10ug Ouy
Vou= g )+ 050t o
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Gradient eines Skalars
grada=YV a

In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7

V — @4, @+ %
—a*%ax any Qzaz

In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, z)”

Oa 1 0a Oa

R S TR

<1

Rotation eines Vektorfeldes

rotu=V xu

In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7

Vxu=e a_w_@ +e @_a_w +e %—@
=7 = \9y 0z Y \9z Oz Z\or Oy

In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, 2)”

oo (100 0w (O Dw (100w o
U= g r 00 ox €o Ox or o r or 00

Laplace-Operator angewendet auf einen Skalar

Aa = ZQa
In kartesischen Koordinaten z = (z,v, 2)”

o, P 0 0%
= 022 0y? 022
In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, 2)”

G 10 (00) 1 Pa P
_a_rar T@T r2 002  Ox2

Advektive / Konvektive Ableitung eines Skalars
u-grada = (u-V)a
In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7

(u~V)a:u@+v@+w%

- Oor oy 0z

In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, z)”

da  ug da da
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Advektive / Konvektive Ableitung eines Vektors
u-grada = (u-V)a
In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7

Oay Oay Oag )

(u-V)a = e, (“ax +vay ot

v oo (w0 0% 0%
I ox oy 0z

n Oa, n Oa,, n Oa,,
& \"ar T Oy Y5,

In Zylinderkoordinaten z = (r, 60, z)”

(u-Y)a = e( da, | ug day (’)a,-_uea@)

e | Urm—-+

o T a0 TYar T T,

Jdag  ug Dag Jdag  uga,
& (“a_ T T T

N day n %8(196 n %
C\"r T 00 """ oz

Materielle / Substantielle Ableitung eines Skalars

Da Oa
E_E—i_(u.Z)a

Materielle / Substantielle Ableitung eines Vektors

Da  0Oa
D—t—§+(2'z>g

A.3 Integralsitze

Satz von Gauf

/divng:/g~ﬂdS

\%4 S

Satz von Stokes

//rotg-ﬂdS:%g-di
K

S
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Anhang B

Grundgleichungen

B.1 Massenerhaltung

Lagrange-Darstellung (materielles Kontrollvolumen)

Dm

o =0 mit m:/gdf/ (B.1)
%

Euler-Darstellung
Raumfestes Kontrollvolumen

4 QdV—i—/Q(g-Q) dS =0 (B.2)

dt
v S

Ein geradlinig-gleichférmig bewegtes Kontrollvolumen entspricht einem raumfesten Kontrollvolumen,
wobei die Geschwindigkeiten u den Relativgeschwindigkeiten entsprechen.

Beliebig bewegtes Kontrollvolumen mit der Oberflichengeschwindigkeit ug

% QdVJF/Q[(Q*Es)'ﬂ] ds =0 (B.3)
Vv S

Differentielle Darstellung: Kontinuititsgleichung

do Do
Z& . N cu) = B4
20 LY (ow) = 22 +0(Y ) =0 (B.4)
Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,y, 2)7

do 0 0 0

&, 2 - _ =0 B.5

5 T g+ ay(av)Jr 55 (W) (B.5)
Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten z = (r, 6, z)T
Jo 10

10 0
5 T 7 gy (erur) + =g (eue) + o (ous) = 0 (B.6)

Inkompressible Kontinuitéitsgleichung - inkompressibles Fluid oder inkompressible Stromung
Do

o0 = konst. oder D = 0 = V-u=0 (B.7)
Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,y, 2)7
ou Ov Ow
Vou=—++—+— B.8
-4 ox * oy * 0z (B.8)

Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten z = (r, 6, z)T

_ Oup | up  10up | Oug

V-u 8T+7’+T89+8z
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B.2 Impulserhaltung

Lagrange-Darstellung (materielles Kontrollvolumen)

DP -
D—7=ZEZ. mit Bz/g@dV

v

Euler-Darstellung
Raumfestes Kontrollvolumen

d
5 | (e dV+/QQ(2'ﬂ) dSZ/Qidv*/pﬂdSWL/;'ﬂdSJrEezt

\4 S \%4 S S

(B.10)

(B.11)

Ein geradlinig-gleichférmig bewegtes Kontrollvolumen entspricht einem raumfesten Kontrollvolumen,

wobei die Geschwindigkeiten u den Relativgeschwindigkeiten entsprechen.

Beliebig bewegtes Kontrollvolumen mit der Oberflichengeschwindigkeit ug

% (ou) dVﬂL/QQ[(Q*QS)'ﬂ] dS:/QidV*/pﬂdSJr/;-ﬂdSJrEext

\4 S \4 S S

Differentielle Darstellung: Cauchy-Impulsgleichung

Q = — .
°pr = Vp+V-z+of
Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,vy, 2)7
\ot "ox "oy T Y02) T "oz ax oy o2 Y
ov ov ov Ov\ = Op Oty  O1yy  OToy

) Q(at+“ax+”ay+waz> oy "o oy T a. ol

(2) a—w+ua—w+va—w+wa—w *f@ avaLaTyZJraTzer f
°\at "oz Ty TWoz )T "0z axr oy | 0z 9

Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten z = (r, 6, z)T

(r): au”r aur+@aur_u_g+ ou,|
r) o T U, - 90 - tueg | =
ap 19 167—7‘ T 67’m
“or Tror Ut g — ot ek
10p 1 0 ,, 10700  OTos
a0 g Ut g g, ek
(z) : 0 ug uTauer%auz uxaux _
ot or ' r 00 Oz

f@+lg( )+18T91 + o
ox ror Tra r 00 ox

+ ofe
Euler-Gleichungen - reibungsfreie Stromungen

Qﬁ =-Vp+of

(B.12)

(B.13)

(B.14)
(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)
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Bernoulli-Gleichung

einer Stromlinie oder fiir wirbelfreie Stromungen (V x u = 0) im gesamten Feld

2
ot foo b
1

2
=0

w40
1

— konservatives Kraftfeld, konstante Dichte, reibungsfreie Strémung entlang

(B.21)

fiir eine stationére Str(’jmung und die Gewichtskraft als einzige auf das System einwirkende Kraft

L |u1|2 +gz =

Schubspannungen eines Newtonschen Fluids

1
§qu|2 + 92

Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,y, 2)T

ou
Tow = 205 Oz
ov
Tyy = 2”3_
ow
Tzz = 2”&
ou  Ov
Ty = Tyz =M1 a—er%
ou n ow
Tez = Tzz = a_ a_
" 0z Ox

ov

ow
Tyz = Tzy =M &+a_y

Komponentenschreibweise in

ou,
= 2
T’!"I‘ /’[’(ar)
1au9
2
“( 0 "

Ouy
Tex = 2 ( ox >

T =

Zylinderkoordinaten z = (r, 0, 2)T

?)

B B 1 0u, 0 ug

e = Ter_u(r@ T 87’7")
Oug 1 0uy,

Tor = Tw:”(a—ﬁzaa)
oup Ou,

Navier-Stokes-Gleichungen

— Newtonsches Fluid, inkompressibel, u = konst.

@D—% = —Vp+pN’u+ of
Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,y, 2)7

(x) Q<@+u@+v@+w%> Ip [& i+£:|+gfx
ot Ox Oy 0z Oz oxr?2  0y? 022
v v v Ov _Op v 0% 0%

W 9<a+ oz T ay“”&) oy {% a?*@]ﬂfy
ow ow ow ow dp w 0w  Ow

(z) Q(at +u%+ 8_y+w$)8_ [W+8y2+w]+gfz

(B.22)

fiir eine inkompressible Stromung V - u =0

(B.23)

(B.24)
(B.25)

(B.26)
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Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten x = (r, 6, z)T

2
(r) : {81@ ou, ug our  ug 8ur] _

o T T e T T

8p 0 18( ) i82u’“,3% 9%u,
or or \ror: "

2907 1200 0n2 ]Wfr
[% Oug ug 8u9 UG Uy 8ue} B

o e T e Ty Tl
1(9[) (9 1(9 18 ug 2 Ou 82u9
;@W[a( ar (o >>+—2 o

0 o } +ofe
% Ouy ug 8uz
8

@) :

(x) : +u

ot " or

ap 10 8uz PR +8uz of
~ bz ror \' or 2 962 " gz | e

Schleichstromungen Re — 0, Newtonsches Fluid

Vp = uN’u

Grenzschichtgleichungen Re — oo, § < L, 2D, Newtonsches Fluid
ou ou ou 10p 0%u

op
(y) (’)_yio

Reynolds-gemittelte Navier-Stokes Gleichungen — turbulente Stromungen

axj (Quzuj) N axi + axj al’j (Quiuj)

Wirbeltransportgleichung - keine Volumenkréfte, Newtonsches Fluid

Dw

——— . 2
Di (w-V)u+vVw

(B.27)

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)
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B.3 Energieerhaltung

Lagrange-Darstellung (materielles Kontrollvolumen)
DE . ) 1 5] =
=S EurY o mit B [oleriup] av (B.35)
v

Euler-Darstellung
Raumfestes Kontrollvolumen

& [ (e gur]) ave [ (ofes ghue]) oom as =
1% S

:/Qi-ﬂdv—/pﬂ-ﬂds-i-/(;.ﬂ).ﬂdS—f—/ng dv_/g.ﬂds (B.36)

\%4 S S \4 S

Ein geradlinig-gleichformig bewegtes Kontrollvolumen entspricht einem raumfesten Kontrollvolumen,
wobei die Geschwindigkeiten u den Relativgeschwindigkeiten entsprechen.

Beliebig bewegtes Kontrollvolumen mit der Oberflichengeschwindigkeit ug

% (@ [e+%lul2]> dV+/<g [e+%|g|2]> [(u—ug)-n] dS =
v 5

:/Qi-ﬂdv—/pﬂ-ﬂds-i-/(;.ﬂ).ﬂdS—f—/ng dv_/g.ﬂds (B.37)

\%4 S S \4 S

Differentielle Energiegleichung
Gleichung fiir die Gesamtenergie o (e + |u|?/2)

D 1
opi(et gl ) =ef ut¥ (g u)+ow-Y-g (B.38)

Gleichung fiir die kinetische Energie o |u|?/2

D /1
QD_t(§m| )—Qi@wLng (B.39)
Gleichung fiir die innere Energie pe
D
QD—(;Zg Vu+oqy —V-gq (B.40)
Gleichung fiir die Enthalpie h = e+ p/o
Dh  Dp
A —-V- B.41
0p; =g TLiNutow -Vog (B.41)

Differentielle Energiegleichung in Temperaturform - kalorisch perfektes Fluid

0cy = === +1:Vu+oqv —V-q (B.42)
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Dissipationsterm — doppeltes Skalarprodukt zweier Tensoren 2. Stufe
Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,vy, 2)T

T 3 +T (9 +T a—w

8 81} ow
+ Tyray +T yya JFTyzay

4 s Ou +T v +T ow

Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten z = (r, 6, z)T

1]
<

(B.43)

I

(=
N
S
3
+
S
ey
>

9ur 2(%) Oug

Lo laur lau‘g Uy lauz
o e "5
T B.44

+ T o + T ( )

Dissipationsterm fiir ein Newtonsches Fluid
Komponentenschreibweise in kartesischen Koordinaten z = (z,y, z

ou\> o\’ ow\’
T:Vu = 2u <5_Z> +2u <a—Z) + 2p (6—2})
ou  ow\? ou  ow\? o ow\?
* “(a_;ﬁ%) *M(&*%) “‘(&*a—y) (B.45)

Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten z = (r, 6, z)T

Ou, 2 1 Ouyg ? Ouy 2
LoYu = 2”(ar) +2“(_ae+ ) +2”(az)

)T

1 Ou, 0 /ug 2 Ouy Ou, 2 Oug 10uy 2
- — = — + - B.4
‘L(rae”ar(r)) +“<ar+ax> +M<ax+r69 (B-46)
Wirmeleitungsterm mit dem Fourier-Gesetz — konstante Warmeleitfihigkeit &
~V.q=-V-(—kNT)=kV°T (B.47)

In kartesischen Koordinaten z = (x,y,2)7

o’T  9*r  9*T
k2T =k B.48
[a T ozt o } (B48)
In Zylinderkoordinaten z = (r, 0, z)"
10 (0T 1 0*°T  0°T
kNT =k — B.49
v {Tar(rar) T2892+82:| ( )
Entropiegleichung
d D
Tdsfdhf?p = g, =r:Yutoew-Y-g (B.50)
reibungsfrei, adiabat
Ds Dh  Dp
! - =L B.51
Dt - Di T D (B.51)
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C.1 Komplexe Zahlen
Die Menge der komplexen Zahlen wird bezeichnet mit
C={z+iy|z,yc R}, i®=-1.

z heisst Realteil, y Imaginéirteil der komplexen Zahl z,

2=z +iz; =+ 1y .

Héufig verwendet man auch die Polardarstellung

z=r-e"
mit y
7,2 = |z|2:x2+y2 ,
0 = arg(z),
r = r-cosf,
y = r-sinf.
Es gilt
e = cosf+isind
)" = cos+sin®0=1 falls HeR.

Die zu z konjugiert komplexe Zahl wird bezeichnet als

Z¥ = x—1iy
= re ¥

Als alternative Notation wird auch z = 2* benutzt.

Die Multiplikation von z; = z1 + ty1 mit 2o = 2 4 1y2 ergibt
212 = (1 +iy1) - (X2 + 1y2) = T122 — y1y2 + 1 (T2y1 + T1y2)
Damit gilt
2.2 =22 =12
Fiir die Division zweier komplexer Zahlen erhilt man

21 2125 1 .

= = —==—="212.
*

29 202} |22|?
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C.2 Differenzierbarkeit, regulire komplexwertige Funktion

Eine komplexwertige Funktion

F(z) = Fr(z,y) +iFi(z,y), z=x+1y

heisst im Punkt 2y (komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim F(z0 + () — F(20)
¢—0, ced ¢

existiert und unabhingig ist von der Wahl von ¢ € C, ¢ — 0. Dieser Grenzwert heisst die Ableitung
von F(z) in zo,

dF
dz '
20

Ist F(z) in jedem Punkt eines Gebietes G C C differenzierbar, so heisst F(z) in G regulir oder
holomorph. Regularitit einer komplexen Funktion ist eine sehr einschneidende Eigenschaft. Ist eine
Funktion einmal differenzierbar, so ist sie auch unendlich oft differenzierbar. Eine regulidre Funktion,
deren Ableitung in einem Gebiet G nicht verschwindet, ist konform, d.h. sie ist winkeltreu und erhélt
den Drehsinn. Regulére Funktionen spielen bei der Beschreibung ebener Potentialstrémungen eine wich-
tige Rolle (s. Kap.9.2 ff).

Wegen der freien Wihlbarkeit von ¢ = £ 4 in beim Grenziibergang zur Bildung der Ableitung F’(z)
kann ¢ insbesondere rein reell (¢ = & — 0), rein imaginir (¢ = in — 0) oder rein radial (¢ = r- e, r —
0,0 = const) gewiihlt werden. Es gilt also

dF oF,. 0F; B
g = 61; +1 al’ (C - 5 reen)
10F, i0F, _0F, OF,
i 0y i0y Oy ! dy

Daraus folgen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

(¢ =in imaginir) .

OF. 9F, OF, _ OF

or 9y oy Oz

In der Polardarstellung sei

F(z) = Gp(r,0) +iG;(r,0) .

Dann ist
dF 1 [0G, 0G; ; . .
o =0 ( o +4 B ) C=r- e’ | 0 =const, radiale Ableitung) .

Durch wiederholte Anwendung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt

PF,  9F  9F  OF
dz2  9xdy’  Oy?:  Oxdy
O°F, 0°F,

0x? * oy? =0




C Fluiddynamik IT: Komplexe Zahlen und Funktionen 133

O°F,  0°F, 0°F, O°F,
ox2 — dzdy = Oy Oxdy
PP PR
Ox2 Oy '

Es folgt also: Realteil F;. und Imaginirteil F; einer reguliren Funktion F(z) = F, + iF; erfiillen die
Laplace-Gleichung

AF, =0, AF,=0.

Folgende elementare Funktionen im Komplexen werden héufig benotigt:

€Z:€Z+iy:€w-€iy , |€z|:€w

In(z) =In (reie) = In(r) 4 6

-1 -1
azzezna7 20 — elnz

Weitere elementare Funktionen (z.B. sinh, cosh, tanh, sin, cos, tan, cot) werden wie im Reellen gebildet.
Eventuelle Mehrdeutigkeit ist zu beriicksichtigen. Die vom Reellen bekannten Potenzreihenentwicklun-
gen iibertragen sich in die komplexe Ebene.

Es gelten die vom Reellen her gewohnten Differentiationsregeln, z.B.

d1 1
S ==
dz z’
d z z
—ef=e

dz ’
izb:b-lel






Anhang D

Ubersicht Potentialstrémungen

135

D.1 Darstellung ebener, inkompressibler Potentialstromungen

Ebene, inkompressible Potentialstromung
| | |
z=($)g=(u) divu=0, u=V®o, rotu =0
Y v
AP =0

Potential ®, Stromfunktion ¥

Zirkulation: e =T(C,u) := j{ u - dx :j{ Vodz = 7{ do,
c c c

I'c # 0 wenn ® mehrdeutig; Wirbel

ch/(rotg)~ﬂd5
S
(geschlossene Kurve C, berandet Fldche S,

& gilt unter den Voraussetzungen des Satzes von Stokes)

Quellstirke: Qc =Q(C,u) = % u-nds = % VU .-dz = % dv,
C C C

Q¢ # 0 wenn ¥ mehrdeutig, Quelle

Qc g / divudS
s

(g gilt unter den Voraussetzungen des Satzes von Gauss)

komplexes Potential: F(z)=® 40 ,z=x+ 1y
T dF
komplexe Geschwindigkeit: w(z) = =
z
. . . dF
komplexe Zirkulation: Ic:=¢ wdz=T¢+1iQc, also auch I'c = —dz= ¢ dF
c c dz c

I'c # 0 wenn F' mehrdeutig; Singularitét
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kartesisch polar
Koordinaten: x = <z>, z=x+ 1y z, = <:;) , 2= re’
P
u Uy
o= () w = )
Geschwindigkeit;: v W/ p
w(z) = u—1w w(z) = (up —iug)e” ™
v = 09/0x ur = 0®/or
u=Vao:
_ 99/8 109
vz /% o = 7 oY
0 w = OU/oy v, = L0V
u = rot 0 |: r dv
v
v = —0U/0x uy = —0V/dr
u = urcosl — ugsinb U, = wucosl+vsinf
= u,sinf + ug cos ug = —usinf +vcosb

Druck p(z): Bernoulli-Gleichung fiir Potentialstrémung (U = Kréftepotential, f = —VU)

stationér: p(z) + g | u(z) |2 +0oU(z) = po + g | wg |2 +oUo

(Werte in Referenzpunkt z)
beachte: lu?=|Ve = u?+0* = w2 +ud =|wl|?
Stromlinien: ¥ = const
Potentiallinien: ® = const, orthogonal zu Stromlinien
Staupunkt z,: u(z,) =0 bzw. w(zs) =0, zs = x5+ 1ys

Staustromlinien: U(z,y) = U(z,)

—S
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D.2 Beispiele ebener Potentialstromungen*

komplexes Potential Potential Stromfunktion

F(z)=®+i¥ O(z,y) U(z,y)

(Uoo — 1 Vo) 2
Uoo T + Voo Y Uoo Y — Voo &
Parallelstrémung
o Q Q Q,_Q
2 %hw:%ln\/x?—i—gﬁ %ﬂ:%arg(z)

Quelle Q > 0, Senke Q < 0

r .
——1ilnz
T T T
72_111 /1’2+y2
T

2w
Wirbel, T' > 0 math. positiv, 5. V=5 -arg(z)

I' < 0 math. negativ
m
z mx _my
Dipol x? +y? 22 | 42
Uoo 2 + g In z
2m 0 0
Parallelstromung Uso T + 2 Inr Uoo Y + = 9
+ Quelle/Senke
R2
z R 2
[e3) 1 5 5 00 1—
U :c( +z2+y2) U y( z2+y2)

Parallelstromung + Dipol
= Kreiszylinderumstrom.

Uo | 24+ — ) — —ilnz
2T

z

TN LA IV - )
UooT —_— — Uso ———— | —=—Inr
2 + 72 2 4 2 + 32 2m

Kreiszylinderumstrémung
+ Wirbel
Uz — — 1lnz
™ r
uooac—i-%ﬂ uwy—%lnr

Parallelstromung
+ Wirbel
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* (nach Zierep, Grundziige der Stromungslehre, Springer 1997)

d
Geschwindigkeit w = i v Stromlinien
2z
U v |l ¥ = konst
Uoo Voo \/ Ugo + Ugo ///%/I
x
“
Q = Q_v 19l
2 22 +y 21 22 + y? 2rr -
Ty T r
21 22 4y 21 22 + 32 21y
y2 _ .172 2 Y |m|
m —-m——— =
(2% +9?) (=% +y?) r
L Q
U or a2ty 27 22 4 y?
auf dem Zylinder:
2 U sin? ¥ —2 U sin ) cos ¥ 2 Uo |SIn Y|
auf dem Zylinder:
2 U sin% 0 —2 Uno Sin Y cos ¥ |2 Uoo sin ¥ -
F 2
_ o 9 _
R torR " 21 R -
r<o Y
r Y r T x
U — — il
2 22 + y? 2 12 + y?
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Anhang E

Kompressibler Stromfaden - Formeln und Tabellen

Isentrope Stromung

Abhingigkeit von Ruhegréfien und Mach-Zahl

T() ")/71 2
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a  _ (Hv_—lMaz)
a 2
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p 2
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Zusammenhang zwischen kritischen und Ruhegréfien (v = 1.4)
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Senkrechter Verdichtungsstoss

Stoss
[ ]
Mal > 1 Ma2 < 1
- Py P, -
Py Py
T T,

Abbildung E.1: Senkrechter VerdichtungsstoB.
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Isentrope Unterschallstromung eines idealen Gases:
Zusammenhang zwischen Stromungsgrossen und Ruhegrossen
firy=1.4

[Ma [ p/po0 oo T/T,  AJA,

0.00 | 1.00000  1.00000  1.00000 o0
0.02 | 0.99972  0.99980 0.99992  28.94213
0.04 | 0.99888 0.99920 0.99968  14.48149
0.06 | 0.99748  0.99820  0.99928 9.66591
0.08 | 0.99553 0.99681  0.99872 7.26161
0.10 | 0.99303 0.99502  0.99800 5.82183
0.12 | 0.98998 0.99284 0.99713 4.86432
0.14 | 0.98640 0.99027  0.99610 4.18240
0.16 | 0.98228 0.98731  0.99491 3.67274
0.18 | 0.97765 0.98398  0.99356 3.27793
0.20 | 0.97250 0.98028  0.99206 2.96352
0.22 | 0.96685 0.97620  0.99041 2.70760
0.24 | 0.96070 0.97177  0.98861 2.49556
0.26 | 0.95408 0.96698  0.98666 2.31729
0.28 | 0.94700 0.96185  0.98456 2.16555
0.30 | 0.93947 0.95638  0.98232 2.03507
0.32 | 0.93150 0.95058  0.97993 1.92185
0.34 | 0.92312 0.94446  0.97740 1.82288
0.36 | 0.91433 0.93803 0.97473 1.73578
0.38 | 0.90516 0.93130 0.97193 1.65870
0.40 | 0.89561  0.92427  0.96899 1.59014
0.42 | 0.88572  0.91697  0.96592 1.52890
0.44 | 0.87550  0.90940 0.96272 1.47401
0.46 | 0.86496 0.90157  0.95940 1.42463
0.48 | 0.85413 0.89349  0.95595 1.38010
0.50 | 0.84302 0.88517  0.95238 1.33984
0.52 | 0.83165 0.87663  0.94869 1.30339
0.54 | 0.82005 0.86788  0.94489 1.27032
0.56 | 0.80823  0.85892  0.94098 1.24029
0.58 | 0.79621 0.84978  0.93696 1.21301
0.60 | 0.78400 0.84045 0.93284 1.18820
0.62 | 0.77164 0.83096  0.92861 1.16565
0.64 | 0.75913  0.82132  0.92428 1.14515
0.66 | 0.74650 0.81153  0.91986 1.12654
0.68 | 0.73376  0.80162  0.91535 1.10965
0.70 | 0.72093 0.79158  0.91075 1.09437
0.72 | 0.70803 0.78143  0.90606 1.08057
0.74 | 0.69507  0.77119  0.90129 1.06814
0.76 | 0.68207 0.76086  0.89644 1.05700
0.78 | 0.66905 0.75046  0.89152 1.04705
0.80 | 0.65602  0.73999  0.88652 1.03823
0.82 | 0.64300 0.72947 0.88146 1.03046
0.84 | 0.63000 0.71891  0.87633 1.02370
0.86 | 0.61703 0.70831 0.87114 1.01787
0.88 | 0.60412 0.69768 0.86589 1.01294
0.90 | 0.59126  0.68704  0.86059 1.00886
0.92 | 0.57848 0.67640 0.85523 1.00560
0.94 | 0.56578 0.66576  0.84982 1.00311
0.96 | 0.55317 0.65513  0.84437 1.00136
0.98 | 0.54067  0.64452  0.83887 1.00034
1.00 | 0.52828 0.63394 0.83333 1.00000
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Uberschallstrémung eines idealen Gases fiir v = 1.4

Isentrope Stromung senkrechter Verdichtungsstoss

Ma | p/po 0/ 00 T/Ty A/A, || Ma; Mas po/p1 02/00  To/Th  poz/po

1.00 | 0.52828 0.63394 0.83333  1.00000 1.00 1.00000  1.00000  1.00000  1.00000 1.00000
1.02 | 0.51602 0.62339 0.82776  1.00033 1.02 0.98052  1.04713 1.03344 1.01325  0.99999
1.04 | 0.50389 0.61289 0.82215 1.00131 1.04 0.96203  1.09520 1.06709  1.02634  0.99992
1.06 | 0.49189 0.60243 0.81651  1.00291 1.06 0.94445  1.14420 1.10092  1.03931 0.99975
1.08 | 0.48005 0.59203 0.81085 1.00512 1.08 0.92771  1.19413  1.13492 1.05217  0.99943
1.10 | 0.46835 0.58170 0.80515  1.00793 1.10 0.91177  1.24500 1.16908  1.06494  0.99893
1.12 | 0.45682 0.57143 0.79944 1.01131 1.12 0.89656  1.29680  1.20338 1.07763  0.99821
1.14 | 0.44545 0.56123 0.79370  1.01527 1.14 0.88204 1.34953  1.23779  1.09027  0.99726
1.16 | 0.43425 0.55112 0.78795 1.01978 1.16 0.86816  1.40320 1.27231 1.10287  0.99605
1.18 | 0.42322 0.54108 0.78218 1.02484 1.18 0.85488  1.45780 1.30693  1.11544  0.99457
1.20 | 0.41238 0.53114 0.77640 1.03044 1.20 0.84217  1.51333 1.34161  1.12799  0.99280
1.22 | 0.40171 0.52129 0.77061 1.03657 1.22 0.82999  1.56980 1.37636  1.14054  0.99073
1.24 | 0.39123 0.51154 0.76481  1.04323 1.24 0.81830  1.62720 1.41116 1.15309  0.98836
1.26 | 0.38093 0.50189  0.75900  1.05041 1.26 0.80709  1.68553  1.44599 1.16566  0.98568
1.28 | 0.37083 0.49234 0.75319  1.05810 1.28 0.79631  1.74480 1.48084 1.17825  0.98268
1.30 | 0.36091 0.48290 0.74738 1.06630 1.30 0.78596  1.80500  1.51570  1.19087  0.97937
1.32 | 0.35119 0.47357 0.74158  1.07502 1.32 0.77600 1.86613 1.55055 1.20353  0.97575
1.34 | 0.34166 0.46436 0.73577  1.08424 1.34 0.76641  1.92820 1.58538 1.21624  0.97182
1.36 | 0.33233 0.45526  0.72997  1.09396 1.36 0.75718  1.99120 1.62018 1.22900  0.96758
1.38 | 0.32319 0.44628 0.72418 1.10419 1.38 0.74829  2.05513  1.65494  1.24181 0.96304
1.40 | 0.31424 0.43742 0.71839  1.11493 1.40 0.73971  2.12000 1.68966 1.25469  0.95819
1.42 | 0.30549 0.42869 0.71262 1.12616 1.42 0.73144  2.18580 1.72430 1.26764  0.95306
1.44 | 0.29693 0.42007 0.70685 1.13790 1.44 0.72345  2.25253  1.75888  1.28066  0.94765
1.46 | 0.28856 0.41158 0.70110 1.15015 1.46 0.71574  2.32020 1.79337  1.29377  0.94196
1.48 | 0.28039 0.40322 0.69537 1.16290 1.48 0.70829  2.38880  1.82777 1.30695  0.93600
1.50 | 0.27240 0.39498 0.68966  1.17617 1.50 0.70109  2.45833  1.86207 1.32022  0.92979
1.52 | 0.26461 0.38688 0.68396  1.18994 1.52 0.69413  2.52880 1.89626  1.33357  0.92332
1.54 | 0.25700 0.37890 0.67828  1.20423 1.54 0.68739  2.60020 1.93033 1.34703  0.91662
1.56 | 0.24957 0.37105 0.67262 1.21904 1.56 0.68087  2.67253  1.96427 1.36057  0.90970
1.58 | 0.24233 0.36332 0.66699  1.23438 1.58 0.67455  2.74580 1.99808  1.37422  0.90255
1.60 | 0.23527 0.35573 0.66138  1.25024 1.60 0.66844  2.82000 2.03175 1.38797  0.89520
1.62 | 0.22839 0.34827 0.65579  1.26663 1.62 0.66251  2.89513  2.06526  1.40182  0.88765
1.64 | 0.22168 0.34093 0.65023  1.28355 1.64 0.65677  2.97120 2.09863 1.41578  0.87992
1.66 | 0.21515 0.33372 0.64470 1.30102 1.66 0.65119  3.04820 2.13183  1.42985  0.87201
1.68 | 0.20879 0.32664 0.63919 1.31904 1.68 0.64579  3.12613  2.16486  1.44403  0.86394
1.70 | 0.20259 0.31969 0.63371  1.33761 1.70 0.64054  3.20500  2.19772  1.45833  0.85572
1.72 | 0.19656 0.31287  0.62827 1.35674 1.72 0.63545  3.28480  2.23040 1.47274  0.84736
1.74 | 0.19070 0.30617 0.62285 1.37643 1.74 0.63051  3.36553  2.26289  1.48727  0.83886
1.76 | 0.18499 0.29959 0.61747  1.39670 1.76 0.62570  3.44720  2.29520 1.50192  0.83024
1.78 | 0.17944 0.29315 0.61211  1.41755 1.78 0.62104  3.52980 2.32731 1.51669  0.82151
1.80 | 0.17404 0.28682  0.60680  1.43898 1.80 0.61650  3.61333  2.35922  1.53158  0.81268
1.82 | 0.16879 0.28061  0.60151  1.46101 1.82 0.61209  3.69780  2.39093  1.54659  0.80376
1.84 | 0.16369 0.27453  0.59626  1.48365 1.84 0.60780  3.78320 2.42244  1.56173  0.79476
1.86 | 0.15873  0.26857  0.59104  1.50689 1.86 0.60363  3.86953  2.45373  1.57700  0.78569
1.88 | 0.15392 0.26272 0.58586  1.53076 1.88 0.59957  3.95680  2.48481  1.59239  0.77655
1.90 | 0.14924 0.25699  0.58072  1.55526 1.90 0.59562  4.04500 2.51568 1.60792  0.76736
1.92 | 0.14470 0.25138 0.57561  1.58039 1.92 0.59177  4.13413  2.54633  1.62357  0.75812
1.94 | 0.14028 0.24588  0.57054  1.60617 1.94 0.58802  4.22420 2.57675 1.63935  0.74884
1.96 | 0.13600 0.24049 0.56551 1.63261 1.96 0.58437  4.31520 2.60695  1.65527  0.73954
1.98 | 0.13184 0.23521 0.56051  1.65972 1.98 0.58082  4.40713  2.63692 1.67132  0.73021
2.00 | 0.12780  0.23005  0.55556  1.68750 2.00 0.57735  4.50000 2.66667  1.68750  0.72087
2.02 | 0.12389  0.22499  0.55064  1.71597 2.02 0.57397  4.59380 2.69618  1.70382  0.71153
2.04 | 0.12009 0.22004 0.54576  1.74514 2.04 0.57068  4.68853  2.72546  1.72027  0.70218
2.06 | 0.11640 0.21519 0.54091  1.77502 2.06 0.56747  4.78420 2.75451 1.73686  0.69284
2.08 | 0.11282  0.21045 0.53611  1.80561 2.08 0.56433  4.88080 2.78332 1.75359  0.68351
2.10 | 0.10935 0.20580 0.53135 1.83694 2.10 0.56128  4.97833  2.81190 1.77045  0.67420
2.12 | 0.10599 0.20126  0.52663  1.86902 2.12 0.55829  5.07680 2.84024 1.78745 = 0.66492
2.14 | 0.10273  0.19681  0.52194 1.90184 2.14 0.55538  5.17620 2.86835 1.80459  0.65567
2.16 | 0.09956  0.19247 0.51730 1.93544 2.16 0.55254  5.27653  2.89621  1.82188  0.64645
2.18 | 0.09649 0.18821 0.51269  1.96981 2.18 0.54977  5.37780  2.92383  1.83930  0.63727
2.20 | 0.09352 0.18405 0.50813  2.00497 2.20 0.54706  5.48000 2.95122 1.85686  0.62814
2.22 | 0.09064 0.17998 0.50361  2.04094 2.22 0.54441 5.58313 2.97837 1.87456  0.61905
2.24 | 0.08785 0.17600 0.49912  2.07773 2.24 0.54182  5.68720  3.00527  1.89241 0.61002
2.26 | 0.08514 0.17211  0.49468  2.11535 2.26 0.53930  5.79220 3.03194 1.91040  0.60105
2.28 | 0.08251 0.16830  0.49027  2.15381 2.28 0.53683  5.89813 3.05836  1.92853  0.59214
2.30 | 0.07997 0.16458  0.48591  2.19313 2.30 0.53441  6.00500 3.08455 1.94680  0.58329
2.32 | 0.07751 0.16095  0.48158  2.23332 2.32 0.53205 6.11280  3.11049 1.96522  0.57452
2.34 | 0.07512  0.15739  0.47730  2.27440 2.34 0.52974  6.22153  3.13620 1.98378  0.56581
2.36 | 0.07281 0.15391  0.47305 2.31638 2.36 0.52749  6.33120 3.16167  2.00249  0.55718
2.38 | 0.07057 0.15052  0.46885  2.35928 2.38 0.52528  6.44180 3.18690  2.02134  0.54862
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Uberschallstrémung eines idealen Gases fiir v = 1.4

Isentrope Strémung

senkrechter Verdichtungsstoss

Ma | p/po 0/ 00 T/ Ty A/A, || Ma; Mas p2/p1 02/o1  To/Ti  poz/por
2.40 | 0.06840 0.14720 0.46468  2.40310 2.40 0.52312 6.55333  3.21190  2.04033 0.54014
2.42 | 0.06630 0.14395 0.46056  2.44787 2.42 0.52100 6.66580  3.23665  2.05947 0.53175
2.44 | 0.06426 0.14078 0.45647  2.49360 2.44 0.51894 6.77920 3.26117  2.07876 0.52344
2.46 | 0.06229 0.13768 0.45242  2.54031 2.46 0.51691 6.89353  3.28546  2.09819 0.51521
2.48 | 0.06038 0.13465 0.44841  2.58801 2.48 0.51493 7.00880 3.30951  2.11777 0.50707
2.50 | 0.05853 0.13169 0.44444  2.63672 2.50 0.51299 7.12500 3.33333  2.13750 0.49901
2.52 | 0.05674 0.12879 0.44051  2.68645 2.52 0.51109 7.24213  3.35692  2.15737 0.49105
2.54 | 0.05500 0.12597 0.43662 2.73723 2.54 0.50923 7.36020 3.38028  2.17739 0.48318
2.56 | 0.05332 0.12321 0.43277  2.78906 2.56 0.50741 7.47920 3.40341  2.19756 0.47540
2.58 | 0.05169 0.12051 0.42895 2.84197 2.58 0.50562 7.59913  3.42631  2.21788 0.46772
2.60 | 0.05012 0.11787 0.42517  2.89598 2.60 0.50387 7.72000 3.44898  2.23834 0.46012
2.62 | 0.04859 0.11530 0.42143 2.95109 2.62 0.50216 7.84180 3.47143  2.25896 0.45263
2.64 | 0.04711 0.11278 0.41772  3.00733 2.64 0.50048 7.96453  3.49365  2.27972 0.44522
2.66 | 0.04568 0.11032 0.41406  3.06472 2.66 0.49883 8.08820 3.51565  2.30063 0.43792
2.68 | 0.04429 0.10792 0.41043 3.12327 2.68 0.49722 8.21280 3.53743  2.32168 0.43070
2.70 | 0.04295 0.10557 0.40683  3.18301 2.70 0.49563 8.33833  3.55899  2.34289 0.42359
2.72 | 0.04165 0.10328 0.40328  3.24395 2.72 0.49408 8.46480  3.58033  2.36425 0.41657
2.74 | 0.04039 0.10104 0.39976  3.30611 2.74 0.49256 8.59220 3.60146  2.38576 0.40965
2.76 | 0.03917 0.09885 0.39627  3.36952 2.76 0.49107 8.72053  3.62237  2.40741 0.40283
2.78 | 0.03799 0.09671 0.39282  3.43418 2.78 0.48960 8.84980  3.64307  2.42922 0.39610
2.80 | 0.03685 0.09463 0.38941  3.50012 2.80 0.48817 8.98000 3.66355  2.45117 0.38946
2.82 | 0.03574 0.09259 0.38603 3.56737 2.82 0.48676 9.11113  3.68383  2.47328 0.38293
2.84 | 0.03467 0.09059 0.38268  3.63593 2.84 0.48538 9.24320 3.70389  2.49554 0.37649
2.86 | 0.03363 0.08865 0.37937 3.70584 2.86 0.48402 9.37620 3.72375  2.51794 0.37014
2.88 | 0.03263 0.08675 0.37610 3.77711 2.88 0.48269 9.51013  3.74341  2.54050 0.36389
2.90 | 0.03165 0.08489 0.37286  3.84977 2.90 0.48138 9.64500 3.76286  2.56321 0.35773
2.92 | 0.03071 0.08307 0.36965  3.92383 2.92 0.48010 9.78080 3.78211  2.58607 0.35167
2.94 | 0.02980 0.08130 0.36647  3.99932 2.94 0.47884 9.91753  3.80117  2.60908 0.34570
2.96 | 0.02891 0.07957 0.36333 4.07625 2.96 0.47760  10.05520  3.82002 2.63224 0.33982
2.98 | 0.02805 0.07788  0.36022  4.15466 2.98 0.47638  10.19380 3.83868  2.65555 0.33404
3.00 | 0.02722 0.07623 0.35714  4.23457 3.00 0.47519 10.33333  3.85714  2.67901 0.32834
3.02 | 0.02642 0.07461 0.35410 4.31599 3.02 0.47402 10.47380 3.87541  2.70263 0.32274
3.04 | 0.02564 0.07303 0.35108  4.39895 3.04 0.47287 10.61520  3.89350  2.72639 0.31723
3.06 | 0.02489 0.07149 0.34810  4.48347 3.06 0.47174  10.75753  3.91139  2.75031 0.31180
3.08 | 0.02416 0.06999 0.34515  4.56959 3.08 0.47063  10.90080  3.92909 2.77438 0.30646
3.10 | 0.02345 0.06852 0.34223 4.65731 3.10 0.46953 11.04500 3.94661  2.79860 0.30121
3.12 | 0.02276 0.06708 0.33934  4.74667 3.12 0.46846  11.19013 3.96395  2.82298 0.29605
3.14 | 0.02210 0.06568 0.33648  4.83769 3.14 0.46741 11.33620 3.98110  2.84750 0.29097
3.16 | 0.02146 0.06430 0.33365  4.93039 3.16 0.46637 11.48320 3.99808 2.87218 0.28597
3.18 | 0.02083 0.06296 0.33085  5.02481 3.18 0.46535 11.63113  4.01488  2.89701 0.28106
3.20 | 0.02023 0.06165 0.32808  5.12096 3.20 0.46435 11.78000 4.03150 2.92199 0.27623
3.22 | 0.01964 0.06037 0.32534 5.21887 3.22 0.46336  11.92980 4.04794 2.94713 0.27148
3.24 | 0.01908 0.05912 0.32263  5.31857 3.24 0.46240 12.08053 4.06422 2.97241 0.26681
3.26 | 0.01853 0.05790 0.31995  5.42008 3.26 0.46144  12.23220 4.08032  2.99785 0.26222
3.28 | 0.01799 0.05671 0.31729 5.52343 3.28 0.46051 12.38480 4.09625  3.02345 0.25771
3.30 | 0.01748 0.05554 0.31466  5.62865 3.30 0.45959  12.53833  4.11202  3.04919 0.25328
3.32 | 0.01698 0.05440 0.31206 5.73576 3.32 0.45868  12.69280 4.12762  3.07509 0.24892
3.34 | 0.01649 0.05329 0.30949 5.84479 3.34 0.45779  12.84820 4.14306 3.10114 0.24463
3.36 | 0.01602 0.05220 0.30694  5.95577 3.36 0.45691 13.00453  4.15833  3.12734 0.24043
3.38 | 0.01557 0.05113 0.30443 6.06873 3.38 0.45605 13.16180 4.17345 3.15370 0.23629
3.40 | 0.01512 0.05009 0.30193 6.18370 3.40 0.45520 13.32000 4.18841  3.18021 0.23223
3.42 | 0.01470 0.04908 0.29947  6.30070 3.42 0.45436  13.47913  4.20321  3.20687 0.22823
3.44 | 0.01428 0.04808 0.29702 6.41976 3.44 0.45354  13.63920 4.21785  3.23369 0.22431
3.46 | 0.01388 0.04711 0.29461  6.54092 3.46 0.45273  13.80020 4.23234  3.26065 0.22045
3.48 | 0.01349 0.04616 0.29222 6.66419 3.48 0.45194 13.96213  4.24668  3.28778 0.21667
3.50 | 0.01311 0.04523 0.28986  6.78962 3.50 0.45115  14.12500 4.26087  3.31505 0.21295
3.52 | 0.01274 0.04433 0.28751 6.91723 3.52 0.45038  14.28880  4.27491  3.34248 0.20929
3.54 | 0.01239 0.04344 0.28520  7.04705 3.54 0.44962  14.45353  4.28880  3.37006 0.20570
3.56 | 0.01204 0.04257 0.28291 7.17912 3.56 0.44887 14.61920 4.30255  3.39780 0.20218
3.58 | 0.01171 0.04172 0.28064 7.31346 3.58 0.44814  14.78580 4.31616  3.42569 0.19871
3.60 | 0.01138 0.04089 0.27840 7.45011 3.60 0.44741 14.95333  4.32962  3.45373 0.19531
3.62 | 0.01107 0.04008 0.27618 7.58910 3.62 0.44670 15.12180 4.34294  3.48192 0.19197
3.64 | 0.01076 0.03929 0.27398  7.73045 3.64 0.44600 15.29120 4.35613  3.51027 0.18869
3.66 | 0.01047 0.03852 0.27180 7.87421 3.66 0.44530 15.46153 4.36918  3.53878 0.18547
3.68 | 0.01018 0.03776 0.26965  8.02040 3.68 0.44462  15.63280 4.38209 3.56743 0.18230
3.70 | 0.00990 0.03702 0.26752  8.16907 3.70 0.44395 15.80500 4.39486  3.59624 0.17919
3.72 | 0.00963 0.03629 0.26542  8.32023 3.72 0.44329 15.97813  4.40751  3.62521 0.17614
3.74 | 0.00937 0.03558 0.26333 8.47393 3.74 0.44263  16.15220  4.42002  3.65433 0.17314
3.76 | 0.00912 0.03489 0.26127 8.63020 3.76 0.44199 16.32720 4.43241  3.68360 0.17020
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Uberschallstrémung eines idealen Gases fiir v = 1.4

Isentrope Stromung senkrechter Verdichtungsstoss

Ma | p/po 0/ 00 T/Ty A/A, || Ma; Mas po/p1 02/00  To/T1 poz/po

3.78 | 0.00887 0.03421  0.25922 8.78907 3.78 0.44136  16.50313  4.44466  3.71302  0.16731
3.80 | 0.00863 0.03355  0.25720 8.95059 3.80 0.44073  16.68000  4.45679  3.74260  0.16447
3.82 | 0.00840 0.03290 0.25520 9.11477 3.82 0.44012  16.85780  4.46879  3.77234  0.16168
3.84 | 0.00817 0.03227  0.25322 9.28167 3.84 0.43951  17.03653  4.48067  3.80223  0.15895
3.86 | 0.00795 0.03165 0.25126 9.45131 3.86 0.43891  17.21620 4.49243  3.83227  0.15626
3.88 | 0.00774 0.03104  0.24932 9.62373 3.88 0.43832  17.39680  4.50407  3.86246  0.15362
3.90 | 0.00753 0.03044  0.24740 9.79897 3.90 0.43774  17.57833  4.51559  3.89281 0.15103
3.92 | 0.00733 0.02986  0.24550 9.97707 3.92 0.43717  17.76080  4.52699  3.92332  0.14848
3.94 | 0.00714 0.02929 0.24362  10.15806 3.94 0.43661  17.94420 4.53827  3.95398  0.14598
3.96 | 0.00695 0.02874 0.24176  10.34197 3.96 0.43605  18.12853  4.54944  3.98479  0.14353
3.98 | 0.00676  0.02819  0.23992  10.52886 3.98 0.43550 18.31380 4.56049  4.01575  0.14112
4.00 | 0.00659 0.02766 0.23810  10.71875 4.00 0.43496  18.50000 4.57143  4.04688  0.13876
4.02 | 0.00641 0.02714 0.23629 10.91168 4.02 0.43443 18.68713  4.58226  4.07815  0.13643
4.04 | 0.00624 0.02663 0.23450 11.10770 4.04 0.43390 18.87520  4.59298  4.10958  0.13415
4.06 | 0.00608 0.02613 0.23274 11.30684 4.06 0.43338  19.06420 4.60359 4.14116  0.13191
4.08 | 0.00592 0.02564 0.23099  11.50915 4.08 0.43287  19.25413  4.61409  4.17290  0.12972
4.10 | 0.00577 0.02516  0.22925 11.71465 4.10 0.43236  19.44500  4.62448  4.20479  0.12756
4.12 | 0.00562 0.02470 0.22754  11.92340 4.12 0.43186  19.63680  4.63478  4.23684  0.12544
4.14 | 0.00547 0.02424 0.22584  12.13543 4.14 0.43137  19.82953  4.64496  4.26904  0.12335
4.16 | 0.00533 0.02379 0.22416  12.35079 4.16 0.43089  20.02320 4.65505 4.30140  0.12131
4.18 | 0.00520 0.02335 0.22250 12.56951 4.18 0.43041  20.21780  4.66503  4.33391 0.11930
4.20 | 0.00506  0.02292 0.22085 12.79164 4.20 0.42994  20.41333 4.67491 4.36657  0.11733
4.22 | 0.00493 0.02250 0.21922  13.01722 4.22 0.42947  20.60980  4.68470  4.39939  0.11540
4.24 | 0.00481 0.02209 0.21760  13.24629 4.24 0.42901  20.80720  4.69438  4.43236  0.11350
4.26 | 0.00468 0.02169 0.21601  13.47890 4.26 0.42856  21.00553  4.70397 4.46549  0.11163
4.28 | 0.00457 0.02129 0.21442  13.71509 4.28 0.42811  21.20480 4.71346  4.49877  0.10980
4.30 | 0.00445 0.02090 0.21286  13.95490 4.30 0.42767  21.40500 4.72286  4.53221 0.10800
4.32 | 0.00434 0.02052 0.21131  14.19838 4.32 0.42723  21.60613  4.73217  4.56580  0.10623
4.34 | 0.00423 0.02015 0.20977  14.44557 4.34 0.42680 21.80820 4.74138  4.59955  0.10450
4.36 | 0.00412 0.01979 0.20825  14.69652 4.36 0.42638  22.01120 4.75050 4.63345  0.10280
4.38 | 0.00402 0.01944 0.20674  14.95127 4.38 0.42596  22.21513  4.75953  4.66750  0.10112
4.40 | 0.00392 0.01909 0.20525  15.20987 4.40 0.42554  22.42000 4.76847  4.70171 0.09948
4.42 | 0.00382 0.01875 0.20378  15.47236 4.42 0.42514  22.62580 4.77733  4.73608  0.09787
4.44 | 0.00372 0.01841 0.20232  15.73879 4.44 0.42473  22.83253 4.78609 4.77060  0.09628
4.46 | 0.00363 0.01808 0.20087  16.00921 4.46 0.42433  23.04020  4.79477  4.80527  0.09473
4.48 | 0.00354 0.01776  0.19944 16.28366 4.48 0.42394  23.24880 4.80337  4.84010  0.09320
4.50 | 0.00346 0.01745 0.19802 16.56219 4.50 0.42355  23.45833  4.81188  4.87509  0.09170
4.52 | 0.00337 0.01714 0.19662  16.84486 4.52 0.42317  23.66880  4.82031 4.91022  0.09022
4.54 | 0.00329 0.01684 0.19522 17.13170 4.54 0.42279  23.88020 4.82866  4.94552  0.08878
4.56 | 0.00321 0.01654 0.19385  17.42277 4.56 0.42241  24.09253 4.83692  4.98097  0.08735
4.58 | 0.00313 0.01625 0.19248  17.71812 4.58 0.42205 24.30580 4.84511  5.01657  0.08596
4.60 | 0.00305 0.01597 0.19113  18.01779 4.60 0.42168  24.52000 4.85321  5.05233  0.08459
4.62 | 0.00298 0.01569 0.18979  18.32185 4.62 0.42132  24.73513 4.86124 5.08824  0.08324
4.64 | 0.00291 0.01542 0.18847  18.63032 4.64 0.42096  24.95120 4.86919  5.12430  0.08192
4.66 | 0.00284 0.01515 0.18716  18.94328 4.66 0.42061 25.16820 4.87706  5.16053  0.08062
4.68 | 0.00277 0.01489 0.18586  19.26076 4.68 0.42026  25.38613 4.88486  5.19690  0.07934
4.70 | 0.00270 0.01464 0.18457  19.58283 4.70 0.41992  25.60500 4.89258  5.23343  0.07809
4.72 | 0.00264 0.01438 0.18330  19.90953 4.72 0.41958  25.82480 4.90023  5.27012  0.07685
4.74 | 0.00257 0.01414 0.18203  20.24091 4.74 0.41925  26.04553 4.90780 5.30696  0.07564
4.76 | 0.00251 0.01390 0.18078  20.57703 4.76 0.41891  26.26720 4.91531  5.34396  0.07445
4.78 | 0.00245 0.01366 0.17954  20.91795 4.78 0.41859  26.48980  4.92274  5.38111 0.07329
4.80 | 0.00239 0.01343 0.17832  21.26371 4.80 0.41826  26.71333  4.93010 5.41842  0.07214
4.82 | 0.00234 0.01320 0.17710 21.61437 4.82 0.41794  26.93780 4.93739  5.45588  0.07101
4.84 | 0.00228 0.01298  0.17590  21.96999 4.84 0.41763  27.16320 4.94461  5.49349  0.06991
4.86 | 0.00223 0.01276  0.17471  22.33061 4.86 0.41731  27.38953  4.95177  5.53126  0.06882
4.88 | 0.00218 0.01254 0.17352  22.69631 4.88 0.41701  27.61680 4.95885  5.56919  0.06775
4.90 | 0.00213 0.01233 0.17235 23.06712 4.90 0.41670  27.84500 4.96587  5.60727  0.06670
4.92 | 0.00208 0.01213 0.17120  23.44311 4.92 0.41640  28.07413  4.97283  5.64551 0.06567
4.94 | 0.00203 0.01192 0.17005 23.82434 4.94 0.41610  28.30420 4.97972  5.68390  0.06465
4.96 | 0.00198 0.01173 0.16891  24.21086 4.96 0.41581  28.53520 4.98654  5.72244  0.06366
4.98 | 0.00193 0.01153 0.16778  24.60272 4.98 0.41552  28.76713  4.99330 5.76114  0.06268
5.00 | 0.00189 0.01134 0.16667  25.00000 5.00 0.41523  29.00000  5.00000  5.80000  0.06172
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Prandtl-Meyer Funktion v(Ma) und Machscher Winkel a(Ma):
Ideales Gas mit v = 1.4
| Mo v(Ma) o(Ma) || Ma v(Ma) o(Ma) || Ma v(Ma) o(Ma) |

1.00  0.00000 90.00000 4.00 65.78482  14.47751 7.00 90.97273  8.21321
1.02  0.12569 78.63512 4.02  66.04803  14.40392 7.02  91.07748  8.18965
1.04 0.35098 74.05763 4.04 66.30934  14.33109 7.04 91.18169  8.16623
1.06  0.63669 70.62996 4.06 66.56876  14.25899 7.06 91.28537  8.14293
1.08  0.96804 67.80839 4.08 66.82630 14.18763 7.08 91.38853  8.11978
1.10  1.33620 65.38002 4.10 67.08200  14.11698 7.10 91.49116  8.09675
1.12  1.73504 63.23450 4.12 67.33585  14.04704 7.12  91.59327  8.07385
1.14  2.15996 61.30559 4.14 67.58789  13.97780 7.14  91.69487  8.05109
1.16  2.60735 59.54969 4.16  67.83812  13.90924 7.16  91.79596  8.02845
1.18  3.07426 57.93621 4.18 68.08656  13.84136 7.18  91.89654  8.00594
1.20  3.55823 56.44269 4.20 68.33324  13.77415 7.20 91.99662  7.98356
1.22  4.05720 55.05199 4.22 68.57816  13.70759 7.22  92.09619  7.96130
1.24  4.56936 53.75068 4.24 68.82134 13.64168 7.24  92.19527  7.93916
1.26  5.09315 52.52800 4.26  69.06280  13.57640 7.26  92.29386  7.91715
1.28  5.62720 51.37517 4.28 69.30256  13.51176 7.28 92.39195  7.89526
1.30  6.17029 50.28486 4.30 69.54063  13.44773 7.30  92.48956  7.87349
1.32  6.72133 49.25095 4.32  69.77702  13.38431 7.32  92.58669  7.85185
1.34 7.27937 48.26818 4.34 70.01176  13.32149 7.34  92.68334  7.83032
1.36  7.84351 47.33207 4.36  70.24485  13.25927 7.36  92.77951  7.80891
1.38  8.41297 46.43872 4.38 70.47631 13.19762 7.38 92.87521  7.78761
1.40  8.98702 45.58469 4.40 70.70617  13.13656 7.40 92.97044  7.76643
1.42  9.56502 44.76700 4.42  70.93442 13.07606 7.42  93.06520  7.74537
1.44 10.14636  43.98296 4.44 7116109 13.01612 7.44  93.15950  7.72442
1.46  10.73050  43.23022 4.46  71.38619  12.95674 7.46  93.25335  7.70359
1.48 11.31694  42.50664 4.48 71.60973  12.89789 7.48  93.34673  7.68287
1.50 11.90521  41.81031 4.50 71.83174  12.83959 7.50  93.43967  7.66226
1.52 1249489  41.13951 4.52 72.05222 12.78181 7.52  93.53215 7.64176
1.54 13.08559  40.49266 4.54 7227119  12.72456 7.54  93.62419 7.62136
1.56  13.67696  39.86834 4.56  72.48866  12.66782 7.56  93.71579  7.60108
1.58  14.26865  39.26525 4.58 7270464 12.61159 7.58 93.80694  7.58091
1.60 14.86035 38.68219 4.60 7291915 12.55586 7.60 93.89766  7.56084
1.62 15.45180 38.11806 4.62  73.13221  12.50062 7.62  93.98794  7.54088
1.64 16.04271  37.57187 4.64 73.34382  12.44587 7.64 94.07779  7.52103
1.66  16.63285  37.04267 4.66  73.55400 12.39161 7.66 94.16722  7.50128
1.68 17.22198  36.52961 4.68 73.76276  12.33782 7.68  94.25622  7.48163
1.70  17.80991  36.03188 4.70  73.97012  12.28449 7.70  94.34479  7.46209
1.72  18.39643  35.54874 4.72  74.17609  12.23163 7.72  94.43295  7.44265
1.74 18.98137  35.07951 4.74  74.38067  12.17923 7.74  94.52069  7.42331
1.76  19.56456  34.62354 4.76  74.58389  12.12728 7.76  94.60802  7.40407
1.78  20.14584  34.18022 4.78  74.78575  12.07577 7.78  94.69493  7.38493
1.80 20.72506  33.74899 4.80  74.98627  12.02470 7.80 94.78144  7.36589
1.82  21.30211  33.32933 4.82  75.18546  11.97406 7.82 94.86754  7.34694
1.84 21.87685  32.92073 4.84 75.38333  11.92386 7.84  94.95324  7.32810
1.86  22.44917  32.52275 4.86  75.57989  11.87407 7.86  95.03854  7.30935
1.88 23.01896  32.13493 4.88  75.77516  11.82470 7.88  95.12344  7.29070
1.90 23.58613  31.75686 4.90 75.96915 11.77574 7.90 95.20795 7.27214
1.92 24.15059  31.38817 4.92 76.16186  11.72719 7.92  95.29207  7.25368
1.94 24.71226  31.02847 4.94 76.35331 11.67905 7.94 95.37580  7.23531
1.96  25.27106  30.67742 4.96  76.54351 11.63129 7.96 95.45914  7.21703
1.98  25.82691  30.33471 4.98 76.73248  11.58393 7.98 95.54210 7.19885
2.00 26.37976  30.00000 5.00 76.92022 11.53696 8.00 95.62467  7.18076
2.02 26.92955 29.67301 5.02 77.10674  11.49037 8.02 95.70687  7.16275
2.04  27.47622  29.35347 5.04  77.29205  11.44415 8.04 95.78869  7.14484
2.06 28.01973  29.04110 5.06 77.47617 11.39831 8.06 95.87014  7.12702
2.08 28.56003  28.73565 5.08 77.65911 11.35284 8.08 95.95121  7.10929
2.10 29.09708  28.43689 5.10 77.84087  11.30773 8.10 96.03192  7.09165
2.12  29.63085  28.14458 5.12  78.02147  11.26298 8.12 96.11226  7.07409
2.14 30.16130 27.85851 5.14 78.20092  11.21858 8.14 96.19224  7.05662
2.16  30.68841  27.57847 5.16 78.37922  11.17454 8.16 96.27185  7.03924
2.18  31.21215  27.30426 5.18 78.55639  11.13084 8.18 96.35111  7.02194
2.20 31.73250 27.03569 5.20 78.73243  11.08749 8.20 96.43001  7.00473
2.22  32.24943  26.77259 5.22  78.90737  11.04447 8.22  96.50855  6.98760
2.24  32.76294  26.51477 5.24 79.08120 11.00179 8.24 96.58674  6.97055
2.26  33.27301  26.26209 5.26  79.25393  10.95944 8.26 96.66458  6.95359
2.28 33.77963  26.01437 5.28  79.42558  10.91742 8.28  96.74208  6.93671
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Prandtl-Meyer Funktion v(Ma) und Machscher Winkel o(Ma)

Ma v(Ma) o(Ma) || Ma v(Ma) o(Ma) || Ma v(Ma) o(Ma) |
2.30 34.28279  25.77146 5.30 79.59616  10.87572 8.30 96.81923 6.91992
2.32 34.78249  25.53323 5.32  79.76567  10.83433 8.32  96.89603 6.90320
2.34  35.27871  25.29953 5.34  79.93412  10.79327 8.34  96.97250 6.88657
2.36  35.77146  25.07023 5.36  80.10153  10.75252 8.36  97.04862 6.87001
2.38  36.26073  24.84520 5.38  80.26789  10.71207 8.38  97.12441 6.85354
2.40 36.74653  24.62432 5.40 80.43323 10.67193 8.40 97.19987 6.83714
2.42  37.22886  24.40747 5.42  80.59755  10.63209 8.42  97.27499 6.82082
2.44  37.70772  24.19454 5.44  80.76086  10.59255 8.44  97.34979 6.80458
2.46  38.18312  23.98541 5.46  80.92316  10.55330 8.46  97.42425 6.78842
2.48  38.65507  23.77999 5.48  81.08447  10.51435 8.48  97.49839 6.77234
2.50 39.12356  23.57818 5.50  81.24479  10.47568 8.50  97.57221 6.75633
2.52  39.58862  23.37987 5.52  81.40413  10.43730 8.52  97.64570 6.74039
2.54  40.05026  23.18497 5.54  81.56251  10.39920 8.54  97.71887 6.72454
2.56  40.50847  22.99339 5.56  81.71992  10.36138 8.56  97.79173 6.70875
2.58 40.96329  22.80505 5.58  81.87639  10.32383 8.58  97.86427 6.69304
2.60 41.41471  22.61986 5.60 82.03190 10.28656 8.60  97.93650 6.67741
2.62  41.86275  22.43775 5.62  82.18648  10.24956 8.62  98.00841 6.66184
2.64 42.30744  22.25862 5.64 82.34013  10.21282 8.64  98.08002 6.64635
2.66  42.74877  22.08241 5.66  82.49286  10.17635 8.66  98.15132 6.63093
2.68 43.18678  21.90905 5.68  82.64468 10.14014 8.68  98.22231 6.61559
2.70  43.62148  21.73846 5.70  82.79558  10.10418 8.70  98.29300 6.60031
2.72  44.05288  21.57058 5.72  82.94560  10.06848 8.72  98.36338 6.58510
2.74  44.48100 21.40534 5.74  83.09472  10.03304 8.74  98.43347 6.56997
2.76  44.90586  21.24267 5.76  83.24295 9.99784 8.76  98.50326 6.55490
2.78  45.32749  21.08252 5.78  83.39031  9.96290 8.78  98.57275 6.53991
2.80 45.74589  20.92483 5.80 83.53681  9.92819 8.80  98.64194 6.52498
2.82  46.16109  20.76954 5.82 83.68244 9.89373 8.82  98.71085 6.51012
2.84 46.57312  20.61659 5.84 83.82721  9.85951 8.84  98.77946 6.49533
2.86 46.98198  20.46593 5.86 83.97114  9.82552 8.86  98.84778 6.48060
2.88 47.38770  20.31751 5.88  84.11423  9.79177 8.88  98.91582 6.46594
2.90 47.79031  20.17127 5.90  84.25649  9.75826 8.90  98.98357 6.45135
2,92 48.18982  20.02717 5.92  84.39792  9.72497 8.92  99.05104 6.43683
2.94 48.58626  19.88516 5.94 84.53852  9.69191 8.94  99.11822 6.42236
2.96  48.97965  19.74520 5.96  84.67832  9.65907 8.96  99.18512 6.40797
2.98 49.37000  19.60723 5.98 84.81731  9.62646 8.98  99.25175 6.39364
3.00 49.75735  19.47122 6.00 84.95550  9.59407 9.00 99.31810 6.37937
3.02  50.14171  19.33712 6.02  85.09289  9.56189 9.02  99.38417 6.36517
3.04 50.52310  19.20490 6.04  85.22950  9.52994 9.04  99.44997 6.35103
3.06  50.90156  19.07450 6.06 85.36533  9.49819 9.06  99.51550 6.33695
3.08  51.27710  18.94591 6.08 85.50038  9.46666 9.08  99.58076 6.32293
3.10 51.64974  18.81906 6.10 85.63467  9.43534 9.10  99.64574 6.30898
3.12  52.01952  18.69394 6.12  85.76819  9.40422 9.12  99.71047 6.29509
3.14 52.38644  18.57050 6.14  85.90096  9.37331 9.14  99.77492 6.28126
3.16  52.75053  18.44872 6.16 86.03298  9.34261 9.16  99.83911 6.26749
3.18 53.11182  18.32854 6.18 86.16425  9.31210 9.18  99.90304 6.25378
3.20 53.47033  18.20996 6.20 86.29479  9.28180 9.20  99.96671 6.24013
3.22 53.82609  18.09292 6.22  86.42459  9.25169 9.22  100.03012  6.22654
3.24  54.17910 17.97741 6.24  86.55367  9.22178 9.24  100.09327  6.21301
3.26 54.52941  17.86339 6.26  86.68203  9.19206 9.26  100.15617  6.19954
3.28 54.87703  17.75083 6.28  86.80967  9.16253 9.28 100.21881  6.18613
3.30  55.22198  17.63970 6.30 86.93661  9.13320 9.30  100.28120  6.17277
3.32  55.56428  17.52998 6.32 87.06284  9.10405 9.32  100.34333  6.15947
3.34  55.90397  17.42164 6.34  87.18837  9.07509 9.34 100.40522  6.14623
3.36  56.24105  17.31465 6.36  87.31321  9.04631 9.36  100.46686  6.13305
3.38  56.57556  17.20899 6.38  87.43737  9.01771 9.38  100.52825  6.11992
3.40 56.90751  17.10464 6.40 87.56084  8.98930 9.40  100.58939  6.10685
3.42  57.23694  17.00156 6.42 87.68363 8.96106 9.42  100.65030  6.09384
3.44 57.56385  16.89973 6.44 87.80576  8.93301 9.44 100.71095 6.08088
3.46  57.88828  16.79913 6.46  87.92722  8.90513 9.46  100.77137  6.06797
3.48 58.21024  16.69975 6.48  88.04802  8.87742 9.48 100.83155  6.05512
3.50  58.52976  16.60155 6.50 88.16816  8.84988 9.50  100.89148  6.04233
3.52  58.84686  16.50452 6.52  88.28765  8.82252 9.52  100.95118  6.02959
3.54 59.16155  16.40863 6.54  88.40650  8.79532 9.54 101.01065  6.01690
3.56  59.47387  16.31386 6.56  88.52471  8.76830 9.56  101.06988  6.00427
3.58  59.78383  16.22020 6.58  88.64228  8.74144 9.58  101.12888  5.99169
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Prandtl-Meyer Funktion v(Ma) und Machscher Winkel a(Ma)
Ma v(Ma) o(Ma) || Ma v(Ma) o(Ma) || Ma  v(Ma) o(Ma) |

3.60 60.09146  16.12762 6.60 88.75922  8.71474 9.60 101.18764  5.97916
3.62 60.39677 16.03611 6.62 88.87554  8.68821 9.62 101.24618  5.96668
3.64 60.69978  15.94564 6.64 88.99123 8.66184 9.64 101.30448  5.95426
3.66 61.00052  15.85621 6.66 89.10631  8.63563 9.66 101.36256  5.94189
3.68  61.29902  15.76778 6.68  89.22078  8.60958 9.68 101.42041  5.92956
3.70  61.59527  15.68035 6.70 89.33464  8.58368 9.70 101.47804  5.91729
3.72 61.88932  15.59390 6.72  89.44789  8.55794 9.72 101.53544  5.90508
3.74 62.18118  15.50840 6.74 89.56055  8.53236 9.74 101.59262  5.89291
3.76  62.47086  15.42385 6.76  89.67262  8.50693 9.76 101.64958  5.88079
3.78  62.75840  15.34023 6.78 89.78410  8.48165 9.78 101.70631  5.86872
3.80 63.04380 15.25752 6.80 89.89499  8.45652 9.80 101.76283  5.85670
3.82  63.32709  15.17571 6.82  90.00530 8.43154 9.82 101.81913  5.84473
3.84 63.60829  15.09479 6.84 90.11504 8.40671 9.84 101.87522  5.83281
3.86 63.88741  15.01473 6.86 90.22421  8.38202 9.86 101.93109  5.82094
3.88  64.16448  14.93553 6.88  90.33281  8.35748 9.88 101.98674  5.80912
3.90 64.43952  14.85717 6.90 90.44085  8.33308 9.90 102.04219  5.79734
3.92  64.71254  14.77963 6.92  90.54832  8.30883 9.92 102.09742  5.78561
3.94 64.98356  14.70291 6.94 90.65525  8.28472 9.94 102.15244  5.77393
3.96 65.25260 14.62699 6.96 90.76162  8.26074 9.96 102.20725  5.76230
3.98 65.51968  14.55186 6.98 90.86745  8.23691 9.98 102.26186  5.75071
4.00 65.78482  14.47751 7.00 90.97273  8.21321 10.00 102.31625  5.73917

Werte fiir v¥(Ma) und «(Ma) sind in Grad (°) angegeben
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